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SUR  US  ANTiaiJSTigUKS  PAR  RÉFRACTION  DE  LA  PARAROLE, 
m  RAYONS  imCIDENTS  ÉTANT  PERPENBICULAIRES  A  L'AXE; 

Par  m.  E.  LAGUëRRB. 


I. 
1.  L'hypercycle  est  la  transformée,  par  semi- droites 
réciproques,  de  la  parabole;  c'est  une  courbe  de  direc- 
tion de  ta  quatrième  classe  et  dont  l'équation  la  plus 
générale,  en  coordonnées  tangcntielles  et  les  axes  étant 
rectangulaires,  est  de  la  forme 

Ses  propriétés  les  plus  importantes  sont  les  suivantes  : 
1°  Les  tangentes  h  la  courbe  peuvent  être  associées 
deux  par  deux,  de  telle  sorte  que  deux  tangentes  conju- 
guées quelconques  et  deux  semi-droites  fixes  (les  semi- 
tlroites  fondamentales  de  la  courbe)  forment  un  système 
harmonique  ('). 

(  '  )  I)eai  couples  de  aemi-droites  formeat  un  système  harmoaiquE, 
quand  elles  touchent  un  mime  cycle  et  que  leurs  poiats  de  contact 
parLageot  harmoniquemenl  la  circonférence. 

Sur  les  propriétés  mention  nées  dans  le  teite,  voir  mon  Mémoire 
sur  les  hjrpercyclea  l  Comptes  rendus,  mars  et  STril  1883)',  dans 
lonie  la  suite  de  cette  Note,  tca  renvois  à  ce  Mémoire  seront  simple- 
ment iadiquéE^  par  la  lettre  II. 
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a"  L'uiivcluppe  dus  conjuguées  d'une  semî-droîie  D, 
par  rapport  à  tous  tes  couples  de  tangentes  conjuguées, 
est  un  cjcie  K  que  j'appellerai  le  cycle  polaire  de  D. 

Il  csl  clair  qu  un  hyporcycle  est  ei>tI6reincnt  déier- 
mtn^  quand  on  se  donne  les  semi-droites  fondamimules, 
une  droite  quelconque  du  plan  et  son  cycle  polaire. 

3"  Le  cycle  polaire  d'une  tangente  touche  cette  tan- 
gente en  son  point  de  contact  avec  la  courbe. 

4°  En  désignant  par  A,  A' et  I),  W  deux  couples  quel- 
conques de  tangentes  conjuguées,  si  l'on  considère  une 
tangente  mobile  quelconque  T  et  si  l'on  construit  les 
cycles  inscrits  dans  les  triangles  A  A'T  et  BB'T,  la  lon- 
gueur comprise  sur  T  entre  les  points  de  contact  est 
constante  en  grandeur  et  en  ligne  (  '  ). 

S.  Je  rap^KtlIerai  encore  cette  proposition  impor- 
tante : 

A,  B,  C  et  D  désignant  les  quatre  tangentes  communes 
à  un  cycle  et  à  un  hypercyde,  si  l'on  considère  les  tan- 
gentes conjuguées  C  et  I^de  deux  quelconques  d'entre 
elles  C  et  D,  les  semi-droites  A,  B,  C  et  D' touchent  un 
mËme  cycle. 

En  voici  quelques  conséquences  :  étant  prises  arbi- 
trairement cinq  semi-droiti!s  P,Q,A,B,C  du  plan,  il 
existe  un  liypercycle  généralement  bien  déterminé  pour 
lequel  P  et  Q  sont  les  semi-di'oites  londamentales.et 
qui  touche  A,  B, C 

Soient  D  la  quatrième  tangente  que  cette  courbe  a  eu 
commun  avec  le  cycle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  vX 
A',  B',  C,  ly  les  conjuguées  harmoniques  de  A,B,C,  D 
relativement  à  P  et  àQ;  il  résulte  delà  proposition  pré- 
cédente que  les  semi-droites  A,  B,  C,  D*  touchent  un 

C)  H,  V  11. 
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même  vjcle  et  il  en  est  de  inéine  des  sutni-droiles  A,  If, 
C,  V  et  des  semi-droites  A'.  B,  C,  D'. 

Les  cycles  iascrits  dans  les  triangles  ABC',  AB'Ç  ei 
A'BC  touchent  donc  tous  les  trois  la  seini-droite  LX;  ce 
qui  permet  de  déterminer  la  quatrième  tangente  com- 
mune D. 

3.  On  peut  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  l'on  désigne  par  (A,  A'),(B,  B'),  (C,C'}  trois  cou- 
ples de  semi^droites  formant  une  involulion,  les  cycles 
inscrits  dans  les  triangles  ABC ,  AW  C  et  K'SC  touchent 
une  même  semi-droite. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  semi-droites  doubles 
del'iuvolution  soient  les  droites  isotropes  passant  par  un 
point  O  du  plan,  deux  semi-droîtes  conjuguées  sont 
alors  symétriques  par  rapport  au  point  O  ;  d'on  celte 
conclusion  : 

Si  (A,A'),(B,B')  el  (C.C)  sont  trois  couples  de 
semi-droites  symétri(/ues  par  rapport  à  un  point  O  du 
plan,  les  cjcles  inscrits  dans  les  triangles  A  BC,  AB'C 
et  A'BC  touchent  une  même  semi-droite. 

Le  même  théorème  aurait  encore  lieu  si  la  symétrie 
des  couples  avait  lieu  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque du  plan. 

IL 

4.  Une  parabole  peut  être  considérée  comme  un 
Itypercycle  et  comme  une  courbe  double  ;  en  cbacun  de 
ses  points  on  peut  mener  deux  tangentes  qui  sont  des 
semi-droites  opposées.  Ses  semi-droites  fondamentales 
sont  les  semi-di'oites  opposées  déterminées  par  l'axe  de 
la  courbe  ;  il  en  résulte  que  deux  tangentes  conjuguées 
sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe. 
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Toutes  les  propriétés  des  hypercycles  appartiennent 
donc  à  la  parabole  et  constituent  des  propriétés  nou- 
velles de  cette  courbe. 

5.  Transformons  une  parabole  par  semi-droites  réci- 
proques en  prenant  pour  axe  de  transformation  l'axe  de 
la  courbe  elle-même;  il  est  clair  que  le»  semi-droites 
fondamentales  de  la  transformée  seront  encore  les  semi- 
droites  opposées  déterminées  par  l'axe  et  que  les  tan- 
gentes conjuguées  seront  symétriques  par  rapport  à  cet 
axe. 

Réciproquement  tout  hjpercycle  jouissant  de  la  pro- 
priété, que  deux  tangentes  conjuguées  sont  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  D,  est  la  transformée  d'une  pa- 
rabole P  ayant  cette  droite  pour  axe;  l'axe  de  transfor- 
mation est  également  D. 

Un  point  quelconque  M  de  la  parabole  a  pour  trans- 
formé un  cycle  K  dont  le  centre  décrit  une  parabole  P 
ayant  pour  axe  D,  tandis  que  son  rayon  varie  propor- 
ttonoellement  à  sa  distance  à  l'axe  ;  la  transformée  est 
donc  une  des  aaticausttques  par  réfraction  de  la  para- 
bole P",  lorsque  les  rayons  incidents  sont  perpendicu- 
laires à  l'axe. 

Je  la  désignerai  sous  le  nom  d'anticausfique  principale. 

6.  Ainsi  les  anticaustiques  principales  sont'lesbyper- 
cycles  pour  lesquels  les  semi-droites  fondamentales  sont 
opposées. 

Considérons  une  telle  courbe  et  soit  F  le  point  où  une 
tangente  isotrope  coupe  son  axe,  la  tangente  symétrique 
étant  la  seconde  droite  isotrope  qui  passe  par  ce  point, 
on  voit  que  F  est  le  foyer  de  la  courbe  et  que  les  droites 
isotropes,  qui  se  croisent  en  ce  point,  forment  un  couple 
de  tangentes  conjuguées. 
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Menons  une  tangente  parallèle  à  une  direction  per- 
pendiculaire à  l'axe,  sa  symétrique  lui  est  opposée;  nous 
avons  donc  une  tangenle  double  apparente  perpendicu- 
laire à  l'axe,  et  les  deux  semi-droites  opposées  qu'elle 
détermine  constituent  également  un  couple  de  tangentes 
conjugnées. 

Soient  [jig.  i)  une  anlicaus tique  principale  ayant  F 
pour  foyer  et  DEV  comme  tangente  double,  AT  une  tan- 


gente quelconque  à  cette  courbe.  Les  deux  droites  op- 
posées Diy  et  IXD  formant  un  système  de  tangentes  con- 
j  uguées,  on  voit  que  le  cycle  qui  touche  ces  tangentes  et 
la  tangente  Aï  se  réduit  au  point  A  où  cette  tangente 
coupe  DD'-,son  point  de  contact  avec  ce  cycle  est  égale- 
ment le  point  A.  D'autre  part,  le  cycle  qui  touche  les 
droites  isotropes  issues  du  point  F  et  la  tangente  AT  est 
le  cycle  qui  a  pour  centre  F;  son  point  de  contact 
avec  AT  est  donc  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  F. 

D'une  proposition  fondamentale  énoncée  plus  haut, 
il  résulte  d'ailleurs,  puisque  les  droites  isotropes  Issues 
du  point  F  constituent  un  système  de  tangentes  conju- 
guées, que  la  distance  AP  est  constante  en  grandeur 
et  en  signe;  ainsi  : 

Toute  ctnticaastitjue  principale  peut  être  considérée 


mzecDï  Google 


{    -o  ) 
comme  l'enveloppe  d'un  dat  patits  côtés  d'un  triangle 
rectangle  déforme  invariable  dont  l'extrémité,  située 
sur  l'hypoténuse,  décrit  une  droite,  tandis  (}ue  l'autre 
petit  coté  passe  par  un  point  fixe. 

Les  autres  anlicaustiques  étant  des  uourbes  parallèles 
à  l'anticaus tique  principale,  on  peut  énoncer  encore  la 
proposition  suivante  : 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  de  forme  invariable, 
dans  lai/ucl  les  deux  angles  B  eï  C  sont  droits;  si  l'on 
déplace  ce  quadrilatère  de  façon  que  le  côté  BC  patse 
par  un  point  fixe  F  et  que  le  sommet  A  décrive  une 
droite  A,  le  côté  CD  enveloppe  une  anticaustique  d 'une 
parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F,  les  rayons  inci- 
dente étant  perpendiculaires  à  l'axe. 

7.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Si,  du  foyer  d'une  anticausliqtie  priucipale,  on  abaisse 
une  perpenditulaire  à  une  tangente  à  cette  courbe,  la 
distance  A,  comprise  entre  le  pied  de  cette  perpendi- 
culaire et  le  point  où  la  tangente  rencontre  la  tangente 
double,  est  constante.  . 

Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  dans  le 
cas  où  A  =  o,  la  courbe  se  réduit  à  une  parabole  ;  quand 
la  tangente  double  passe  par  le  foyer,  la  courbe  a  alors 
le  foyer  pour  tentre. 

Enfin,  quand  A  est  égal  à  la  distance  du  foyer  à  la 
tangente  double  (c'est  le  cas  de  la  réflexion).,  la  classe 
de  la  courbe  s'abaisse  et  elle  devient  un  hypercycle  cu- 
bique, ou  plus  exactement  elle  se  décompose  en  un 
hypercycle  cubique  et  uu  semi-point  situé  k  l'infini  sur 
la  perpendiculaire  abaissi'-e  du  foyer  sur  la  tangente 
double. 
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Df  \n  unu  [>ro|irî«ti;  nouvelle  de  l'Iiypcrcyde  cubique, 
quv  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Si  des  rayons,  menés  paraHîitement  A  une  direction 
ijiielconque,  se  réfléchissent  sur  iiaa  parabofe,  parmi 
toutes  les  anticaustitfues  correspondantes,  il  y  en  a 
une  ifui  a  un  axe  de  symétrie;  si,  du  foyer  de  la  para- 
bole, on  mène  une  perpendiculaire  à  une  tangente 
i/uelcont/ue  à  celte  courbe,  la  distance,  comprise  entre 
le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  le  point  oii  la  tan- 
gente rencontre  la  tangente  double  est  constante  et 
égale  à  la  distance  du  Joyer  à  celte  tangente  double. 

8.  Suil  une  anticauslique  principale  ayant  pour 
Toyer  le  point  F  et  pour  tungento  double  la  droite  Dl/. 

Considérons  {Jîg.  i)  une  tangente  AT  à  cette  courbe 
et  construisons  le  cycle  polaire  de  celle  semi-droite  ; 
nous  savons  qu'il  lui  est  tangent.  Il  touche  également  la 
conjuguée  harmonique  de  AT  relativement  aux  deux 
tangentes  opposées  DD' cl  IVD,  qui  constituent  un  couple 
de  tangentes  conjuguétts;  le  centre  de  ce  cycle  est  donc 
sur  la  droite  menée  par  le  point  A  perpendiculairement 
à  Diy.  Ce  cycle  touche  la  conjuguée  harmonique  de  AT 
relativementaux  deux  droites  isotropes  issues  du  poïnlF 
(ces  droites  forment  en  elTet  un  couple  de  tangentes 
conjuguées);  et,  comme  cette  conjuguée  est  la  symé- 
trique de  AT  relativement  au  point  F,  le  centre  cherché 
est  sur  la, droite  menée  par  le  (winl  F  parallèlement 
à  AT. 

Ce  centre  est  donc  le  point  a  et,  le  cycle  polaire  d'une 
tangente  touchant  cette  seini-droitej  en  son  point  de 
contact  avec  la  courbe,  ou  voit  que  le  point  de  contact 
de  AT  est  le  pied  m  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
pointa. 

On  serait  arrivé  à  ce  résultat  en  considérant  l'anti- 
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caustique  comme  l'enveloppe  du  cAté  d'un  triangle  rec- 
tangle de  forme  iuvariable  dont  un  sommet  A  décrit  la 
droite  DIV  pendant  que  le  c6t^  PF  passe  par  le  point 
fixe  F;  il  est  clair,  en  effet,  que  Icccnlre  instantané  de 
rotation  de  la  figure  est  le  point  oc  que  j'ai  déterminé 
précédemment. 

Pour  construire  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  point  m  { '  ),  je  remarque  que,  la  tangente  conjuguée 
de  AT  étant  la  symétrique  relativement  à  l'axe  de  la 
courbe,  le  cycle,  qui  touche  l'anti caustique  au  point  m 
et  la  conjuguée  de  AT,  a  son  centre  au  point  de  ren- 
contrede  la  normale  ma.  avec  la  droite,  menée  parallè- 
lement à  DD',  par  le  point  a  où  la  tangente  AT  ren- 
contre l'axe. 

En  désignant  par  ^  ce  point  de  rencontre,  il  résulte 
d'un  théorème,  que  j'ai  donné  dans  mon  Mémoire  sur 
les  hypercycles,  que  le  centre  de  courbure  -cherché  est 
le  point  (0  symétrique  de  ^  par  rapport  à  x. 

m. 

9.  Une  anticaustïque  principale  étant  donnée,  il  im- 
Fig.  ï. 


porte  de  construire  la  parabole  sur  laquelle  se  sont  ré- 
fractés les  rayons. 

Pour  la  solution  de  cette  question,  je  démontrerai 
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d'abord  quelques  Icmtries  prél  tint  naines.  Un  cercle  étant 
décrit  sur  un  segment  AB  comme  diamètre  (fi(j-  s), 
soient  m  el  n  les  projections  sur  ce  diamètre  de  deux 
points  M  et  N  de  la  courbe,  et  P  la  projection  sur  la 
droite  MN  de  l'extrémité  A  du  diamètre  ;  cela  posé  : 

Lemine  I.  —  On  a  l'égalité 


Lemme  II.  —  En  désignant  par  1  le  milieu  de  la 
corde  MX,  on  a 

Jn,  =  ln  =  IP; 
en  d'autres  termes, 


10.  Pour  les  démontrer,  je  remarque  que  l'angle  APM 
étant  droit,  l'angle  PAH  est  égal  àl'sngle  MAB;  faisons, 


pour  un  instant, 

Sa^^». 

^ 

=  f>- 

Les  deux  triangles  PAN  ui 

iNA, 

'I  (lonni'n 

V\          si  n'a 

Mm.A\ 

A/M 

-Bm.An. 
,.AB.A«. 

A» 
bTT 

= 

B». 
Un' 

En  second  lieu. 

,  le  triangl 

e  APN  donne 

Âï''=  An!cos>i^ 

'Âv'.A/»' 

Aj 

i.AB.Am 
A/H.AB 

Q. 

A^ 

m.Kn. 

II.  Considérons  maintenant  deux  paraboles  n  et  n' 
(  fig.  3  )  ayant  le  point  F  pour  foyer  et  pour  sommets 
respectifs  les  di'ux  (wints  a  eX,  b  de  la  droîti-  F*. 


:  .y  Google 


{ "i  ) 

Par  Un  puiut  (juel(H>ii<)ue  M  <1«  cette  dixiite, 
uiie  tangeutu  k  chacune  des  paraboles  et  soient  rea^ec- 
tivement  A  et  B  leurs  points  de  contact;  on  sait  que  le 
cercle,  ayant  pour  centre  le  foyer  F  et  pacsant  par  le 
point  M,  contient  les  points  A  et  B;  j'appellerai  N  le 
point  où  il  rencontre  de  nouveau  l'axe  F4>. 

Du  point  M  abaissons  une  perpendiculaire  MP  sur  la 
droite  AH,  et,  par  le  point  I  milieu  du  segment  AB,  ine- 


y 

" 

// 

?è; 

?: 

^^^4^^^?i^^^I\, 

ê" 

sW 

■h 

'<kF^'^  ' 

i'' 

"    " 

* 

i^r''~T' 

nous  une  parallèle  U  l'axe  qui  rencontre  MP  au  point  R, 
il  est  clair  ()ue  la  ligure  MRIF  est  un  parallélogramme. 
Soient  maintenant  a  et  ^  les  milieux  respectifs  des 
segments  MA  et  MB;  la  droite  a^  est  évideminenl  paral- 
lèle à  AB  et  partagée  en  parties  égales  par  la  droite  MI 
en  sou  point  milieu  O;  d'où  îl  suit  ([ue  la  ligure  R^Fa 
est  un  parallélogramme. 

.  Ainsiles  segments  Rp  et  aF  sont  égaux  et  parallèles, 
c,  A  et  fl  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
sur  l'axe  des  points  R,  ^  et  a;  on  a  donc 
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d'où  il  résulte  quu   Vc  esl  conslaiit  et  que,  quautt  le 
point  M  varie,  le  point  R  décrit  la  droite  (?(/. 

J'abaisse  maintenant  du  point  F  la  pei-pendiculaireFS 
sur  la  droite  MP,  du  point  K  la  perpendiculaire  RG  sur 
la  droite  FJ  et  du  point  N  la  perpendiculaire  NQ  sur  la 
droite  AB;  il  est  clair  que  RS  est  égal  à  FO,  et  encore 
à  NQ,  car  il  est  aisé  de  voir  cjue  la  iïgure  GQFN  esl  un 
parallélogi-amme. 

Or,  en  désignant  par  A' et  B'  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  sur  l'axe  des  points  A  et  B,  il  suit  du 
Jemme  II  que  l'on  a 


D'où  il  suit  que  la  longueur  RS  est  constante  lorsque 
le  point  M  se  déplace;  nous  avons  ainsi  un  triangle  rec- 
tangle  RSF  dont  un  petit  càté  pane  constamment  par  le 
point  F,  tandis  que  l'autre  petit  c6té  est  constant  et 
que  le  sommet  R  décrit  la  droite  c<^. 

II  en  résulte  donc,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus 
haut,  que  RS  enveloppe  une  anticaustique  principale  de 
parabole  j  le  centre  instantané  de  rotation  étant  d'ailleurs 
évidemment  le  point  I,  la  tangente  RS  touche  son  enve- 
loppe au  point  P. 

12.  Soit  K  l'hypercyc le  symétrique  enveloppé  parRS; 
si,  du  point  A  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  ayant 
AP  pour  rayon,  il  est  clair  que  son  enveloppe  est  U 
rourbe  K;  or,  il  réstdli>  du  lemme  I  que  l'on  a 

AL  _,/!»: -i/f*. 

AA        V  ^-^'       \     '■''' 
U'oû  il  suit  que  ce  rapport  est  constant  et  que  K  est 
r  anticaustique  principale  de  la  parabole  II,  les  rayons 
incidents  étant  perpendiculaire  à  l'axe  et  le  module  de 
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réfraction  étant 


i/;?- 


On  démon Irerait  de  même  queK  est  l'anlicaustique 
principale  de  la  parabole  fl',  les  rayons  incidents  étant 
perpendiculaires  à  l'axe  et  le  module  de  réfraction  élant 

v/îï- 

13.  11  est  maintenant  facile  de  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Un  bypercycle  K  est  l'enveloppe  du  côté  RS  d'un 
triangle  rectangle  RSS',  dont  le  c6té  SS'  passe  eonstam- 
ment  par  le  point  fixe  F  {fig.  3),  dont  le  côté  RS  a  une 
longueur  consUnte  et  dont  le  sommet  R  décrit  la 
droite  et/;  ti-ouver  les  paraboles  pour  lesquelles  cette 
courbe  est  une  aaticauslique  principale. 

A  cet  cdet,  que  du  point  F  oni  abaisse  une  perpendi- 
culaire à  ce'  rencontrant  le  côté  RS  eu  M,  et  que  de  ce 
même  point  comme  centre  on  décrive  un  cercle  H  pas- 
saDt  par  M;  que  l'on  détermine  le  point  de  rencontre  I 
de  la  droite  menée  par  F  perpendiculairement  à  SS'et 
de  la  droite  menée  par  R  perpendiculairement  à  ct^,  puis 
que  par  1  on  mène  une  droite  A  parallèle  à  SS'.  Cela 
posé,  si  l'on  imagioe  les  deux  paraboles  qui,  ayant  F 
pour  foyer  et  ayant  leur  axe  perpendiculaire  à  ce',  pas- 
sent respectivement  par  les  points  de  rencontre  de  A  et 
du  cercle  H,  on  obtiendra  les  deux  paraboles  poup 
lesquelles  K  est  une  anticaustique  principale. 

11  est  à  remarquer  que  ces  deux  paraboles  ne;  sont  pas 
toujours  réelles;  elles  seront  imaginaires  si  la  droite  A 
et  le  cercle  H  ne  se  rencontrent  pas. 
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FORMULES  D'ALGÈIRE.  RfiSOLIiTION  BES  ÉQEIATIdNS 
IV  TROISIKME  ET  DU  OUATRIÉVB  DEGRÉ; 

Pau  m.  G.-H.  HALPHEN. 

Dans  ce  petit  Mémoire  ou  trouvera  démontrés,  par 
les  moyens  les  plus  élémentaires,  des  résultats  impor- 
tants que  l'on  considère  d'habitude  comme  étant  ré- 
servés k  la  théorie  des  covariants.  Sur  quelques  points 
même  ct-s  résultats  dépassent  un  peu  ce  qui  se  rencontre 
dans  les  meilleurs  Ouvrages,  notamment  la  décomposi- 
tion des  polynômes  tlu  quatrième  degré  en  facteurs 
linéaires. 

Une  proposition  très  simple  et,  je  crois,  très  curieuse 
sert  ici  de  fondement.  Je  vais  l'établir  d'abord. 

Pbopositiom.  —  Soient  f  et  <f  deux  polynômes  en- 
tiers, d'un  même  degré  n,  par  rapport  à  une  va~ 
riable  x  ;  la  quantité  ci-après,  composée  avec  les  déri- 
vées de  ces  polynômes,  est  une  constante 

Si,  en  effet,  l'on  prend  la  dérivée  de  (ff),  en  obser- 
¥antquey"+"  et  tp'"'*'"  sont  nulles,  on  voit  tous  les 
termes  s'entredélruire.  La  dérivée  de  (fy)  est  donr 
nulle,  et  (/v)  est  une  constante. 

Sur  ce  sujet,  il  convient  de  faire  quelques  observa- 
tions. D'abord,  si  l'on  veut  exprimer  la  constante  (J^) 
par  les  coefScients  de^ct  de  ip,  il  sufHra  de  supposer 
JT  =  o.  Soient  donc 


JH   dtMiiihfmtt..  3'x^rir.  t.  IV.  {Jantirr  jK)«.=i.;  3 
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On  Irouvu  iininédiaivuiciit 

(  .  ,  -.'      „  (/?  )  =  ".  6»  -  "«,-i  *. 

11  va  de  soi  que  l'on  peut  envisager  la  constante  (ff) 
pour  deux  polynômes  de  degrés  dilTércntSi  en  ce  cas,  n 
est  le  degré  le  plus  élevé. 

On  peut  encore  prendre  deux  polynômes  identiques 
entre  eux.  S!  le  degré  est  impair,  la  constante  {ff)  se 
réduit  à  zéro  ;  car  les  termes  équidistants  des  extrêmes 
se  détruisent  deux  à  deux.  Mais,  si  le  degré  est  pair, 
IJf)  n'est  généralement  pas  nul.   . 

Voici  uae  des  plus  curieuses  conséquences  de  notre 
proposition.  Elle  n'a  aucun  lien  avec  ce  qui  va  suivrcj 
c'est  pourquoi  je  la  joins  aux  préliminaires. 

Soit  supposé  donné  le  polynômey,  et  considérons 
comme  inconnu  le  polynôme  f  le  plus  général  qui  satis- 
fasse à  la  relation  (fy)  =  o.  Il  est  manifeste  qu'on  peut 
composer  f  au  nioyi'n  de  n  polynômes  particuliers  f,, 
«5,  ...,tf„  dont  chacun  vérifie  la  relation  (y^*)  :=  o; 
on  aura 

les  /  désignant  des  constantes  arbitraires.  Soit  a  une 
racine  de^;  si  l'on  prend  tp  =  [x  —  a)",  l'expression  (i) 
de(y"tp)  contient  le  facteur  (x  —  /i)i  donc  (J'o)  est  nulle 
en  ce  cas.  Désignant  par  a,,  as,  . .  . ,  a„  les  racines  dey*; 
on  aura  donc,  pour  l'expression  la  plus  générale  de  y. 

Mais  la  relation  (yç)î=  o  est  symétrique  enyet  (p; 
on  a  donc  celte  conséquence  :  Les  lettres  a,  l,  a  dési- 
gnant des  constantes,  soit 

=    (j.-,,)(.r_,,)...(^_,,,; 
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il  existe  n  constantes  \  doimant  lieu  à  la  relation  sein  - 
blabte 

Xl(x  — 2,)"  + X,(J-  — !,)"-(-... -^  X„(j-—  Jn)" 
=  (a:  —  o,  Kj-  -  <t,).  ..(_j;--  a„). 

Ce  tl>«orùtne  curieux,  dû  à  M.  Rosancs,  ne  pouvaii 
éti'e  omis  ici.  Je  vais  mainienant  faire  de  la  proposition 
ci-dvssus  une  série  d'applications. 

1.    RfcSOLOTIOH    DE    l'ÉQUATION    DU     SrCONU    nKCRË. 

Soit  /~u»  poljDÔmc  du  second  degré,  on  a 
et  par  suite 

Le  poljn6meyest  ainsi  décomposé  eu  facteurs  li- 
néaires, et  l'équation y=  o  est  résolue  par  la  formule 


II.  —  Élimination  entre  deiix  Aquatioiis 

DU    SECOND    DEGRt. 

Soient  y  et  a  du  second  degré;  eiivisageoos  les  trois 
ro  II  s  tantes 

DdDS  la  combinaison  (/?)^-- (j(/){Çf  )i  !<-'  terme 
r'ia'i  disparaît;  tous  les  termes  qui  subsistent  eonticn- 
uent  soit  y,  soit  cp .  S'il  existe  donc  une  valeur  de  x  qui 
rende  nuls  à  la  fois  ces  deux  polynômes,  la  quantité  en- 
visagée sera  nulle  pour  cette  valeur  de  x;  étant  con- 
stante, elle  sera  toujours  nulle.  Donc 
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t!sl  la  condition  pour  que/=  o  ol  ï;  =  o  aient  une  ra- 
cine commune,  ou  le  résultat  de  l'élimination  de  x.  Eu 
exprimant  les  coustaules  par  les  coL-nicients  suivant  {2), 
on  obtient 

(flofti  — 2a|é|M-a,*B)'=.î(o»a,  — oÎJ(6fl6,  — 6ÎJ. 

III-    Co^DlTIO.^    POUB    QU'CNB    ÉQtJilTIOH    DU    Tnoi- 

si^ME  uennË  ait  vue  racihe  double. 
Soit  fun  polynôme  du  troisième  degré 

Considérons,  en  premier  lien,  la  constante 

H)         A  =  (/'/■)  =  Vr-/'*=*'-3'(o»«.-«î)- 
Envisageons  maintenant  le  polynôme  f  ainsi  défini, 

Il  est  seulement  du  second  degré,   car  sa  dérivée 
seconde  est  une  constante 

(4>  ?'  =  /'/"- :i/r,     o"-/'"-a/'r  =  -AC). 

Introduisons  maintenant  la  constant*;  (ff') 


=  a'.3><acî  —  ia,a,a„-^ 


Ci) 

Dans  la  combinaison  B*+  A'  le  termey*  disparait 


(')  Gi}ncralcment,/étanl  un  polynflmc  liii  n""  HeRPiS 

çr-.(n -■)/■" -„//' 

est  seulemeot  du  degré  (an  — 4)t  corame  ud  l'établit  habituelle- 
ment par  le  Uiéurème  des  fonctions  bomogénes.  On  peut  flussi  le 
prouver  en  runsidérant  la  dËrivëc  d'ordre  (an—  !f),  qui  a  pour  ex- 
pression 

("--»!       -^..y,-,.,. 
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et  tous  les  termes  qui  subsisteut  oo» tiennent  l'un  des 
facteurs  y  ou/'.  Suivant  donc  le  ntéme  raisonnement 
qu'au  n'  II,  la  constante  B'  +  A'  est  nulle  quandyety^ 
ont  une  racine  commune.  Donc  la  condition  poiir  t/ue 
te  polynôme  f  ait  une  racine  double  s'exprime  par 
l'égalité 

B»+A>  =  o. 

Si  yconiient  le  facteur  (x  —  a)',  on  voit,  par  l'ex- 
pression de  <p,  que  le  polynAme  f  couiicnt  ce  même  fac- 
teur. Donc  la  même  condition  peut  aussi  s'exprimer  par 
l'égalité  (ff  )  =  o.  Ceci  conduit  à  la  relation 

-(/■/--■•//")■=- -y-:^'' 

qui  peut  aisément  être  vérilîée.  Si  l'on  met,  pour  x,  la 
racine  dey^,  (f<p)  se  réduit  à  deux  termes,  Bet  A  clia- 
cun  à  un  seul  terme,  et  l'identité  des  deux  membres  est 
alors  manifeste.  Elle  a  donc  lieu  constamment,  puisque 
ces  deux  membres  sont  constants. 

Cette  identité  donne  un  calcul  rapide  pour  la  quan- 


-^6Xr>-.8//'/'/"+9/'/"' 

=-a>.3'(3flî«î— 4aîa,-4aia}-(-6a,a,a,fl„-aîaî). 

L'expression  de  R  permet  aisément  la  distinction  des 
deux  cas  que  peut  ofl'riryau  point  de  vue  de  la  réalité 
des  racines. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a^  positif,  par  suite 
f  positif. 

1°  Soit  R>o.  Si  l'on  met,  pour  x,  une  racine  de/, 
U  se  réduit  à  —iff'^+SJ'^f".  Puisque  R  et/™ 
sont  positifs,   nécessairement  /' l'est  aussi.  Douc/'ue 
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peut  passer  pav  zéro  qu'ion  croissant,  doncj  n'a  qu'une 
racine  réelle. 

a"  Soit  R<;o,  Nécessaire  m  eiit  A  est  oégalir,  et, 
puisque  A  =  {f'f)i  ou  voit,  par  le  n"  I,  quey  s  ses 
racines  réelles.  Soient  a,  b  les  deux  lacines  de  y, 
et  a  <  6.  Quand/'=  o,  R  se  réduit  k  6ff"  +  a/»/*». 
Puisque  R  est  négatif,ya  le  signe  opposé  à  celui  de  /". 
Doncy"  est  jwsiiîvu  pour  x  =  a,  négative  pour  x  =  6. 
Donc/  a  trois  racines  réelles.  Donc  /  a  deux  racines 
imaginaires,  une  racine  double,  ou  trois  racines  réelles 
suivant  que  R  est  positif,  nul  ou  négatif. 

Les  expressions  de  Â  et  B  conduisent  aussi  à  la  consé- 
quence 
(6)  /-'H-  3  A/--!-  -xB  =  6/-t/. 

De  là  résultent  la  transformée  privée  du  second  ternie 
/•'-+-3A/'-i-aB  =  o, 

avec  l'inconnue /''=^  6(fl(,jr  +  di),  et  le  caractère  de 
réalité  des  racines  rapporté  au  signe  de  la  quantité 
B='  +  A*,  coDioie  il  est  d'usage. 

IV.  —  DËcoHPoaiTioa  d'un  polynôme  du  tkoisième 

DKCUË    EN    LA    DIFFÉRENCE  DE     I>BVX    CUBES. 

Les  notations  sont  ici  les  mêmes  qu'au  n"  111. 
Considérons  le  polynôme  i(  composé  ainsi  : 

Il  est  seuleineut  du  troisième  degré  ;  car  fi^  et  <^J 
sont  tous  deux  du  quatrième  degi-é,  mais  le  terme  en  x' 
disparait  dans  ta  cotnbîuaisou  if.  Le  polynôme  (i}i' —  aç') 
est  donc  du  sixième  degré  :  les  deux  termes  f*  et 
fj'^f  disparaissant,  /*  est  en  facteur.  Donc  ce  poly- 
nôme ne  dilière  do /' que  |>ar  un  coefficient  constani. 
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Supposant,  pour  x,  une  racine  de  f,  on  voil  - — fi~ 
se  réduire  à  (9j(î™)*+  2.3'//"'.  C'est  à  quoi  se  réduit 
aussi  gR.  Ces  deux  quantités,  étant  constantes,  sont 
donc  toujours  égales.  Du  là  l'identité 

Décomposons  le  poljnômc  du  second  degré  ^  en 
facteurs  linéaires  (n"  I),  observons  l'égalité  (^y)  ■=■  —  H, 
et  nous  aurons 

(7)  4?''(4'*-9R/')  =  (t'  +  \^R)'(»'-/R)'- 

Tenon»  compte  de  l'expression  f"=  —  A  pour  en 
déduire 

Observons  enfin  que,  en  général,  y  n'ayant  aucune 
racine  commune  avec /",  les  polynômes  y  et  tp,  et  par 
suite  _/"  et  ^  sont  premiers  entre  eux,  pour  conclure 
de  (7)  les  deux  relations  ci-apiès,  où  X  est  une  con- 
stante, 

^•^  j  .{B-/-v'R)(*-3//R)  =  J(<f'Tl/S)*- 

Il  reste  à  déterminer  \  et  le  signe  devant  \j^  <ians 
les  seconds  membres.  D'après  la  relation 

en  supposant  x  racine  de  o,  on  aura  R  =  f'^.  Prenons 
^R  =  !p'.  Comme  on  a  alors  i(=-  —  ^'^ f-,  o»  voit  que 
(}/  +  3/v'R  s'évanouit.  Le  signe  zh  doit  donc  être  rem- 
placé par  le  signe  — .  Prenons  maintenant  la  seconde 
équation  (8)  ta  observons  que,  en  supposant  toujour.s  x 
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racine  du  ^,  on  .1 

It  résulte  de  là  l'expression  suivante  de  la  constante  ")., 
eti  supposant  toujours  j:  racine  de  <p, 

,__       3  ^•.   / 
(jiii,  d'après  l'hyjKJllièse  sp  ^=  u,  se  transforme  eu 

D'ailleurs,  on  a  identiqueinent 
jiar  conséquent,  pour  .r  racine  de  ^,  un  a 

?■/=?■/•,  1=—. 

Les  deux  identités  (8)  prennent  donc  déBniti veinent 
la  forme 


,(B-^/VB)(+  +  3//K)  = 

-(?■-•«)'■ 

.(B-rï^)(t--3//K)  = 

-(ï'+.iï)-. 

•oii  l'on  tire 

i      3//H-=i'>*C^'' 

o'+v/K)'. 

,,3/^.;'wv« 

?■--/«)". 

Ainsi  est  obtenue  la  décomposition  de /"en  la  diffe- 
rence  dos  cubes  de  deux  polynômes  du  piciuier  degré 
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On  remarquera,  en  passant,  que  ^  est,  â  un  facteur 
consiantprès,  la  somme  des  deux  mêmes  cubes. 

V.    —  DËCOMPOSITIOK    d'uM    POLYNOME    DU    TROISIÈME 
DEOni    EH    FACTEURS    LINÉAIRES. 


Les  noutions  étant  les  mêmes  qu'aux  n"  Ul  et  IV, 
posons 

(io>  B-t-/-v'H=^i',     B— /°^=  ?>. 

11  en  résulte 

iip'=  B»— /">R  =— A'. 

La  quantité  a'  a  Irois  racines  cubiques  a,  a',  a". 
A  chacune  d'elles  adjoignous,  dans  le  même  ordre,  los 
racines  cubiques  ^,  ^',  ^''de  ^*,  par  les  conditions 

a^  =  «'^■=a'3'  =  — A. 

Dénotant  par  Q  le  symbole  du  produit  de  trois  fac- 
teurs analogues,  obtenus  en  remplaçant  a,  ^  successive- 
ment par  ce',  P'  et  a",  ^",  érrivons  la  formule  (  9)  ainsi  : 

nA'/B/=-n["(î'+>'H)-?(ç'-/ÏÏ)] 

Mettant  eu  deliors  (a —  p)  dans  cliaque  fa<:ieiir,  el 
observant  Ique  le  produit  (a— p)(ix' — ^){a'' — p")  est 
a'  —  p',  c'est-à-dire  ay"  ^It,  nous  avons  celle  nouvelle 
forme 


U>,-i,(.„),  (4),(3)et(3) 


TF--=.r'?-'"-."— 
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Substituant  cette  expressiou  dans  le  produit  et  met- 
tant aussi  — A  au  lieu  de  a^,  nous  avons  enfin 

Telle  est  finalement  la  formule  de  décomposition  du 
polynôme  y  eu  facteurs  linéaires.  Elle  se  résume  ainsi  : 
Soie  a.  une  des  racines  cubitfues  de  B  -H  /™'\/R,  et  soit  ^ 
celle  des  racines  cubiques  de  B — y^/ît,  dont  le  pro- 
duit par  a  donne  — A;  soit  w  une  racine  civique 
imaginaire  de  l'unité,  on  a 

Eu  égalant  à  zéro  cliacun  des  trois  facteurs  successî- 
vemeut,  oit  a  les  trois  racines  de  l'équation^  ^  o  sous 
la  forme  de  Cardan. 

La  formule  (ii)  çuuty  a  posteriori,  être  vérifiée  ai- 
sément. Son  second  membre  esl  identiquement  égal  à 

D'après  les  expressions  de  a,  ^,  ceei  n'est  autre  que 
/■"»-+- a  B -H  3  A/"  ou  6/*^/,  comme  on  l'a  trouvé 
déjà  (tj). 

VI,  Co>DITIOfl    POUR    QO'VNB    ÉQUÂTIOK   DU   QUA- 
TRIÈME  DEGBÉ    AIT    UNE    RACI»B    I 


Soil/un  polynàme  du  quatrième  degré 

/=  a^x^+  ia^x^-ir  <iatx*+  ^a%x  -i-  a\. 
Formons  d'abord  la  combinaison  constante 

puis  le  pulynâme  du  quatrième  degré 

U'/i  -r-V'-i//-. 
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dont  les  dérivéus  sont 

Composons  enCn  avccj  et  ip  la  constante  ((ff) 


('3) 


j =(?/)= 9/''/"-'»/y/"- 6//'/"+ 6/^"+ ay* 

Si  l'on  suppose,  en  même  temps,  nuhy  et  /*,  I  se  ré- 
duit à/"»,  Jà  if'  et  J' —  41*  à  zéro.  Donc,  suivant  un 
raisonnement  déjà  employé,  la  condition  pour  l'exis- 
tttnce  d'une  racine  double  dans  V équation  f=  o  est 
J«-4I'=o. 


VII.  —  Conditions  pouh  qu'un   poltnomb  du  Qi:a- 

TRIÈMB    DEGItt    SOIT    UN    CAKHÉ. 

Si/ contient  un  facteur  linéaire  au  carré,  ce  facteur 
appartient  k  f  et  se  trouve  au  carré  dans  cp  (la).  Si 
donc  y  est  un  carré,  les  deux  polynômes  cf  elfne  diffè- 
rent que  par  un  facteur  constant.  Réciproquement  tout 
facteur  linéaire  commun  hfvt  y  appariieniàyet  entre, 
par  suite,  dans  /avec  l'exposant  a  au  moins.  Donc  ta 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f  soit  un 
carré  consiste  en  ce  quef  et  f  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  constant. 

Désignant  par  g  un  polynôme  du  second  degré,  sup- 
posons _/"=  g*\  nous  aurons 

En  prenant  les  dérivées  suivantes  de/,  et  formaut  1, 
nous  trouvons  aussi 
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De  là  deux  expressious  de  ]a  constante  {sg)i  dans  la 
|ii'ernîcre  nous  remplacerons  le  rapport  constant  des  po- 
lynômes tj),y  par  celui  de  leurs  déiîvéea  quatrièmes  : 

11  faut  observer  que  t/l  est  ici  entièrement  déter- 
minée. 

D'après  les  égalités 

/'=a«-ff"-i-3^'*,     (gg)  =  -^gs'~  g'^,    f"  =  6g'', 
oit  conclut 

/''*^igg)  =  6gg'=  g'/*'/", 
et  de  là  résulte  cette  expression  de  ta  racine  carrée  du 
polynôme  f  supposé  carré  parfait  : 

Cette  forme  algébrique  de  ^J/  nous  sera  utile  plus  loin; 
lille  se  vérifie  bien  aisément  a  posteriori  si  l'on  rem- 
place cp"  par  son  expression  en  fonction  des  coefficients 
dey.  On  trouve  ainsi 


>--h3«,-^J, 


et  le  carré  de  ce  poljnàme  a,  pour  ses  trois  premiers 
termes,  flox'  +  4«i-ï''  -(-6aiX^, 


Vlil.  —  Décohpositio>  d'um  polymôhk 

DU    QUATRIÈHE  DEGnÉ  EN  LA  DIFFÉHEIICB  DE  DEUX  CARRÉS. 

Conservant  les  mêmes  notations  qu'au  n°  VI,  introdui- 
sons encore  le  polynôme  <{<,  du  sixième  degré, 

^  =  ?/'-/?'  =  3/''-  e/zr^-  !/'/■"■ 
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La  combiMaisou  !1 1'  —  -^^  tburnit  un  polyiiàmo  du  diiu- 
zième  degré,  qui  contienl  le  facteur^.  Faisant 

011  aura  un  nouveau  polynôme  ^  du  qualrième  degré 

7.  =  '8/V"-  9/'V''-36//'/'/-+  ,,/»/"t^  ,6//-'. 

En  y  négligeant  les  termes  contenant  y,  on  voit  de  suite 
que  y-t-ilf  contient  le  facteur  y  et  ne  difTère  ainsi  de 
/'que  par  un  coefGcieni  constant.  Pour  connaître  ce 
facteur,  on  peut  donner  à  x  une  valeur  particulière, 
celle  d'une  racine  de  f,  par  exemple.  Le  facteur  se 
réduit  ainsi  à  iSyy'-f- la/y*';  c'est  à  quoi  se  réduit 
l'expression  (i3}  de   2J  pour  _/'=  o.  Donc 

<'l.  en  conséquence, 

(,51  H'-?'-'^l/'?  +  «V'- 

Cunsidérons  le  poljnàme  du  troisième  degré 


bre  de  (i5),   et  décomposons-le  en  facteurs  linéaires 
d'après  le  résultat  {i  1]  du  n"  V. 
Si  nous  posons 

(ici         o*=4(j  -^y^),  i>'  =  i{i  -/n), 

et  que  nous  choisissions  la  racine  cubique  de  b*  par  la 
condition 

1a  décomposition  de  F  donne  pour  résultat 

F  ^  (  t  +  «  ^  Ai(  t  +  ,„n  -,.  ,.,--h)(^  :-  w>«  +  ...A). 
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E»  consëfjuciu'c,  la  formule  (i5)  donne  celle-ci 

Les  polynômesyvt  f  n'ayant  aucun  facteur  commun  en 
général,  c'est-à-dire  si^/n'a  pas  de  racine  double,  on  voit 
que  chacun  des  trois  polynômes  du  second  membre  de 
[18}  est  un  carré.  Désignant  par  g^  h  deux  polynômes 
du  second  degré,  on  aura  donc 

<,9)  {ù>-<o'}(a-i)/=#'-A'. 

Par  cotte  dernière  formule,y"cst  réduit  à  la  différence 
de  deux  carrés.  Ecrire  explicitemeut  les  expressions  de 
g,  h,  c'est  ce  qu'il  reste  à  faire,  et  c'est  à  quoi  *a  servir 
la  formule  (i4)  obtenue  auu°  VII. 

Four  appliquer  cette  formule,  il  nous  faut  calculer 
deux  constantes  nouvelles  (^''ç")  et  [f"/"]-  Le  calcul 
s'abrège  si  l'on  suppose  f^  o,  ce  qui  est  permis,  et  ce 
que  nous  rappellerons  en  employant  le  signe  s:,  au  lieu 
du  signe  d'égalité, 

-  -  .i/"(9/'*/"+ 6//"')  +  -irna//--  >/■/"). 
(?*/')-->'/■•■ 

En  général,  si  p,  q  sont  deux  polynômes  du  second 
degré,  et  "k,  [jl  des  constantes,  on  a 

(10)   (X/)  -H  fi?,  ^/i  +  (i?)  =  i.Hpp)  ->-  7.\\t.(p(j  )  -H  jiHîî). 

Appliquons  cette  formule  en  supposant  p=<f*,i/  =J  ", 

7,=  i;  employons  les  expressions  trouvées  pour  (<p"!p'), 

(  ="/')'  *'  ^"^^i  ?"  =  —  2  (ff)-,  cl  nous  obtiendrons 

iGT.')-  \l\l-  liM'i"-  i(J-f-|iIi/". 
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ta  cimstantt;  ^  Juvaiit  Être  rcmplaiéc  par 

On  a,  dV"  (■''») '^'('7)' 

=  ((i)>a'+a*-i-(o6>)(wa'i-  <"'*), 
(G'G')  =  — i{tu*a'+a*  +  co6«)[ç"+((oa-Hu'é)/"], 

En  écliaiiguaiit  u  et  iii',  on  a  la  formule  analogue  pour 
H,  et  finalement,  d'après  (i4)i 

i.^otb^f'—  }(ii>'n'-Ha6-4-iu&n 


Ainsi  sont  exprimés  explicitement  les  deux  polynômes 

du  second  degré,  dont  la  différence  des  carrés  reproduit 

à  ufacteur  constant  près,  suivant  ta  formule  (19). 


IX. DËCOlfPOSITlONo'lll!)  P0LY»dMei 

EH  FACTEDRS  LlNÉitHES. 

Pour  décomposer  y  en  facteurs  linéaires,  il  n'y  aqii'à 
décomposer  maintenant  les  polynômes  du  second  degré 
(g-h)a{s+h). 

En  vue  de  ce  ealcul,  clicrchons  l'expression  de  la  con- 
stante (o!p).  Supposant,  comme  précédemment, /"=  o, 
nous  avons 

(?<?)  =  2?=p"—  ao'o"+  f'' 

l' ^  4/V"'-  »//■/"/"  +  ■(/'/'". 
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Écrivant,  pour  abréger, 

nous  ooucluoiis 

<G11) -(=») -i-((H- [i')fî/)-t- li!i'(//> 

=  .il*-T-([t-H[t')J  +  [<.[x''- 

Remplaçant  encore  lus  diverses  quaulilés  par  leurs 
expressions  en  a,  b,  savoir  : 

[i  =  iiia  ■+■  (o'i,        [1.'  =  (u'a  +  tui, 
nous  obtenons 

(GH)  =  — i(u>(i'-i-a6 +  «>*>)((«  <i*+a6  +  (o' A' j. 
D'après  le  n°  VII  et  la  formule  (21),  on  a 

J)e  même 

{/iA)  =  —  ;<«)«>+ 064- 01*6»). 

On  peut  donc  écrire 

CGH)  =  -a(ff)(AA). 

En  général,  pour  deux  polynômes  quelconque»  du  se- 
cond degré  g-,  h,  on  a  identiquement,  comme  on  le  re- 
connaît par  un  calcul  direct, 

Comparée  a  la  dernière  égalité,  celle-ci  montre  que, 
pour  les  polynômes  particuliers  envisagés  ici,  on  a 

{gh)  =  o. 

Par  conséquent,  la  relation  (a<>)  donne  simplement 

(  p  —  h.  ff.—  In  —  if!  ■-  h.  f,'  -^  h)  =  i  ^p)  -i-  {hh)  =  {{a  —  In-'. 
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et,  d'après  le  n"  I,  eti  supposant  e  =  ±  i , 

=  [g'-^  tA'+  i  (a-  *)]  [^+  tA '-  ^  («-*)]  . 

Aiusi  les  quatre  facteurs  linéaires,  dont  le  produit  fait/, 
à  une  ronstant»*  près,  sont  contenus  dans  la  forme 

où  les  deux  signes  ambigus  doivent  être  choisis  d'une 
manière  indépendante.  Il  suffît  d'envisager  te  coeflicient 
de  X*  dans  le  produit  pour  délenninei'  la  constante,  et 
l'on  a  cette  formule  finale 


:.]. 


X.  —  Discussion  db  l'Aquatiom  du  qvatbième  dbgké 

A  COErFICIBNTS   RÉELS. 

Supposons  réels  les  coefEcienta  dey,  et  examinons  les 
facteurs  linéaires  de  ce  polyndme  pour  reconnaitro  la 
nature  réelle  ou  imaginaire  des  racines. 

Soient 

_Jf''-^-(loa-^■la^b)/"       _ 
\/6[ip"-i-((ua-+-ii)>èj/"| 

<ç''-t-((u'q+ wA)/"  _ 


Supposons  d'abord  aet  b  des  quantités  réelles.  Alors  u 
est  imagioaire  pourx  réel,  et  l'une  df;s  déterminations  de 
f  est  conjuguée  de  u.  Soit  c  cette  détermination.  Alors 

Aim.  Jf  Mathrm.,  î*  »érie,  t.  IV.  (  Janiipr  iSSS.)  3 
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u  —  c±  -(et  —  b)  est  le  produit  de  i  par  une  quantité 
réelle,  et  deux  facteurs  donnent  des  racines  réelles,  tandis 
que  les  deux  facteurs  u-hf^  -{a  —  6)  donnent  dos  ra- 
cines imaginaires.  D'après  (i6),  on  a  cette  conclusion  : 

iSi'D^J* — 4I'  est  positif,  l'équation  fi^o  a  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

Dans  le  cas  opposé,  celui  où  D  est  négatif,  a  et  b,  un 
et  tù'b,  <a*a  et  «)Â  sont  trois  couples  d'imaginaires  con- 
juguées, en  sorte  que  a  -f-  &,  wa  -H  w'i,  u'a-f-wi  sont 
des  quantités  réelles,  ainsi  que  i{a  —  b)  et  les  trois 
constantes 

c,=  9"-FCtu»(n-<o6)/"". 
D'après  (iS),  le  produit  de  ces  trois  constantes  est  po- 
sitif; c'est,  à  un  facteur  numérique  près,  le  carré  du 
coeFIicient  de  :r*  daus  ^.  Ces  constantes  sont  donc  toutes 
troispositives,oubiendeuxnégativesot  une  positive.  Dans 
le  premier  cas,  chaque  facteur  linéaire  de  (  a3)  donne  une 
racine  réelle  ;  dans  le  second,  une  racine  imaginaire.  La 
distinction  des  deux  cas  se  fait  par  le  moyen  des  deux 
fonctions  symétriques 

c„c,  +  c,c,+  c,<.o=3[(»")*-41(/")'], 
ei  l'on  a  cette  conclusion  : 

Aï  D^J-  —  4I'  ^*'  f^S"^'/'  '«■* '/««'re  mci/iej  rf«y 
sont  réeUtfs  quand  les  deux  quantités 

sont  positives;  les  quatre  racines  sont  imaginaires  dans 
les  autres  cas. 
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Ct'  dernier  critérium   peul   ëlrc  présenté  sous  une  j 

forme  diflércute,  qui  résulte  des  deux  égalités  | 

?"t(?"')'-4l{/")']-8(/")Mlî"-V"]  =  i'iC}'")'.  .  ] 

"'[<?■')'- 4"(/")']-(l»"-V")(I?"-"  V"> 
=  (i*-H' >(/")'■  ■ 

La   première,    coiiséquence   de    ('5)ï     monire    que 
(t")' — 41c/")*  est  positif  si  (p"et  lœ"  —  Jf"  sont  po- 
sitifs. La  seconde,  à  cause  de  la  supposition  J* —  41°<C*'>  I 
montre  que,  si  (f")'  —  4H/")*  ^st  positif,  Iif"  —  J/"  , 
ell<p"+ J^"  ont  un  même  signe.  Ce  signe  est  4-  sî  <o" 
et  I  sont  positifs.  Donc  ie.i  deux  inégalités 

sont  entièrement  équivalentes  à 

dans  le  cas  supposé  S' —  4''<C*>- 

C'est  aux  inégalités  (34)  <\"^  conduirait  l'application 
directe  du  théorème  de  Sturm. 

Rappelons,  avec  les  expressions  de  1,  J  l'n"  VI),  celle 
de  f",  savoir 

»■•=:>'. 3»(aî-«,  a,), 

d'a)>rès  laquelle  on  a 

=  ia(aî  — floo,)'— <iJ(a,Oi  — 4a,a,-t-3aî). 
Si  D=:;J' — 4I'  ^-^  nul,  fa  une  racine  double,  comme 
on  l'a  déjà  vu  {»"  Vi).  Prenant  a  =  6  =  v'^J  =±2y/ï, 
on  a,  par  la  formule  (  aS  ),  le  facteur  double  sous  la  forme 
^ — af".  Cf  facteur  peut  être  triple.  Il  devient  illu- 
soire quand  f  ety'sont  proportionnels  :  ce  cas,  où / est 
un  carré,  a  été  examiné  au  n"  Vil. 
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SUR  UNE  ÉQUATION  AIX  BIFF^SCES  HfiLtSS; 
Par  m.  E.  CESARO. 

1.  En  partant  d'une  fonction  arbitraire  _j- =/(x), 
l'équation 

ypdx  =  xd/f-x, 

dont  un  cas  particulier  a  é\Â  considéré  par  M.  Catalan, 
fournit,  de  proche  en  proche,  la  série  de  fonctions 

On  est  conduit  à  poser 

CO  y p=\p3y'--r\fXy/--r'kypXi'f  ■¥■..., 

en  prenant  ^M,p^  O)  lorsque  m  ejt  supérieur  à  p  ou 
inférieur  à  i . 

â.  Puisque  les  valeurs  des  nombres  X  sont  indépen- 
dantes de  la  nature  de  la  fonction  jr,  faisons,  pour 
les  déterminer, _/  =  x".  Il  est  clair  que 

yp)=  m(m  -tXm—i)...(m  - p  -^-I)x"-P,     yp=  mPX^. 

Si  l'on  pose 

la  relation  (i)  prend  la  forme  symboU<fue 

(S +  ,)-=«". 
et  l'on  eo  déduit  immédiatement 
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cVsl-à-dire 

'""'"-  i.a.3...m' 

Par  suite,  Is  formule  (i)  devient 

3.  Pour  invertir  la  deraière  relation,  il  est  évident 
que  l'on  peut  poser 

(3)  xPy'P'=  (L,  ^y,-t-  v^^yt-^  p.t_py»-t-.. ., 

les  nombres  [Ji,  analogues  aux  nombres  \,  étant,  comme 
ceux-ci,  iiulépendanis  de  la  nature  dey.  Potirj'^x'", 
la  formule  (3)  devient 

m(m-i)(m— »)...(»»— /.+!)=  (t,_pm-f- )!,.;,  m»-*- (ij,pin'+.... 

Comme  cette  égalité  doit  fttre  véri6ée  identiquement, 
on  voit  que  ( — *)^~')*^,p  est  la  somme  des  produits 
p  —  r  àp  —  r  des  p — i  premiers  nombres  entiers. 
Conséquemment,  la  relation  (3)  prend  la  forme  symbo- 
lique 

(4)         «fj^i"  =y{y—*)iy  -  »)■  •  -iy  -p  +  O- 

4.  Soit,  par  exemple,  j  =  x-|-j:'-j-.  .  .-I-X";  puis, 
faisons  x  =:  i .  Il  est  visible  que 


■i)nf/»-.>...(it-p  +  i) 


y^  =  *p=iA+aP-(-3P-(-...-)-nP, 
Par  suite,  l'^alilé  (  a  )  devient 

»^=  G,+,^,  A(oP)-t-  C„+,^.  ^*{oP)  +  G„j.,  i  i»(oP)  +. . . . 

Si  B^  est  le  p"""  nombre  de  BernoulU,  c'est-à-dire  le 
coefficient  de  n  dans  Sp,  la  dernière  relation  donne  îm- 
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médiatement 


Ces  égalités  sont  fort  connues. 


3.  De  même,  la  formule  (4)  donne  lîet)  à  l'identilé 
symbolique 


En  considérant,  dans  les  deux   membres,  les  seuls 
coeflîcieuts  de  n,  on  obtient  l'égalité  c 


■  )(B 


6.  Dans  le  Mémoire  Sur  une  saita  de  polynômes  en- 
tiers, M.  Catalan  a  considéré  le  cas  particulier  de  n 
iuGni,  en  laissant  x  quelconque.  Alors,  à  cause  de 

la  formule  (2)  devient 

La  série  du  premier  membre  est  donc  égale  au  quotient 
d'un  polynôme  entier,  de  degré  p  —  i,  par  {i  —  x)''*'  ■ 
Cette  propriété  a  été  mise  en  évidence,  par  M.  Catalan, 
dans  le  Mémoire  cité. 

7.  Un  cas  plus  remarquable  est  celui  de  y  =  «*.  On 
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Irouve,  d'après  (a),  pour  j.' ^= 


pourvu  que  l'on  pose 

On  voit  que  Sp  est  ua  nombre  eatter,  el,  par  suite,  ta 
série  considérée  est  égale  à  un  certain  nombre  défais 
le  nombre  e.  Cette  propriété,  énoncée  par  M.  Dobinski, 
a  été  démontrée  dans  le  tome  IV  de  la  Nouvelle  Corres- 
pondance mathématique. 

8.  Les  nombres  N  étant  particulièrement  imporlanU, 
nous  allons  en  dire  quelques  mots.  On  reconnail  sans 
didScullé  qu'ils  obéissent  à  la  loi  symbolique 

(5)  (N-i-i)P=N/'+', 

qui  donne,  de  proche  en  proche,  pour  les  termes  de  la 
série  N,,  ]\„N„  ...,  les  valeurs 

(6)  I,  a,  5,  i5,  5a,  ao3,  877,  4140 

Si  l'on  pose  Kp+,  =  v^,  on  sait  que  l'égalité  (5) 
donne  lieu  à  l'égalité  symbolique  générale 

F<N^-i)=F(v). 

Par  exemple,  pour  F(z)  =  (z  —  i)'',  on  trouve 

Np=,v-i)/>=lV(N  — ly^APCNi). 

Ainsi,  le  p^*""  terme  de  la  série  (6)  est  égal  à  la 
pième  différence  du  premier  terme. 

9.  Prenons  encore  F(2)  =  e^^';  il  vient 
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d 

est 

fi-dire 

e*en-'  =  (e"-^)', 

.«'-.= 

+  N 

f^^'r^ 

-t-N, 

D' 

après  cela. 

N 

"      \    dxP 

-)„. 

iO.  Eaân,  faisons  remarquer  la  relation  symbolique 

IM(N_,)(N_a)...(N-/,-Hi)  =  i, 
qtie  l'on  déduit  immédiatement  de  (4)- 

1t.  Signalons,  pour  finir,  l'expression  de  yp  sous 
forme  d'intégrale  définie.  Moyennant  l'égalité  connue 

^"'Pf    a-  —  —  Ç  (e™»+'-"_i)'»sînDadB, 

la  formule  (a)  donne 

afe"'+'"')»iD/>6dB, 


pourvu  que  l'on  néglige  la  partie  imaginaire  du  second 
membre.  C'est  pour  exprimer  cette  restriction  que  nous 
avons  remplacé  par  ^  le  signe  d'égalÎLé.  Par  exemple, 
la  dernière  formule  donne,  pour  les  nombres  N,  cette 
expression  générale 

>^  =  —  ~  f    e''    sinpBrffl, 

c'esl-à-dire 

Np=  ^  f   e'"'™(-«sinIe-"siD{siD6)]sinyjO<rt. 
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HRIVKBS  BES  PONCTIONS  N  PONCTIONS; 

Pa«  m.  e.  gesaro. 


1.  Fonctions  de  e'. —  Soil,  avant  tout,^  =^(6*), 
Si  l'on  calcule,  de  proche  en  procbe,  j^,  _j'', ^j",  ..., 
on  est  conduit  à  poser 

j-.,.=  s,„!Ïf>.>+s,„Ç£2..-+s.„ï:^),„^..., 

les  nombres  S,  indépendants  de  la  nature  dey,  étant 
nuls  Iors(]ue  le  preoiîer  indice  est  supérieur  au  second, 
ou  inférieur  à  l'unité.  Poui-  f(x)  =  jr",  la  dernière  re- 
lation devient 

(3 +  >)"'=""'. 
pourvu  que  l'on  remplace  S**  par  ùr^p.  Il  en  résulte  ini> 
médiatement 

puis 


S.  ]l  est  aisé  d'tnuercir  la  formule  (i),  eu  opérant 
comme  nous  Tarons  fait  dans  notre  article  Sur  une 
équation  aux  différences  mêlées.  On  trouve  l'égalité 
symbolique 

(a)        eP'<t^P\e')  ^yiy  -t)(y-i).. .(^  -p  -*-  i). 

3.  ^applications.  —  Dana  le  tome  VI  de  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique,  M.  Leinekugel  a  dé- 
montré la  formule  (i)  pour  l'appliquer  au  développe- 
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lUL'Hl  de     _       .  suivant   les  |>uissaiii.('s  d<;  x.  Si  l'on 
prtsnd  <f{x)  =  —— )  Uformule(i)donnc,paurx  =  o, 

,  i_  ai(oP)        o'i'(o'')        n»i'(o'') 

Tel  est  le  coefHcient  de  — ;— r ,  dans  le  développe- 
ment de  — — — j  • 

i.  De  même,  [wur  y(x)=(j^  —  t)'",  on  voit  qmr 
r"''{i})  généralement  nul,  est  égal  à/«!  Iorsqu«/>  ^  rn. 
D'après  (i),  on  a  donc,  pour  ^  =  o. 


,3."" 


5.  Inversement,  d'après   (a),   Vexpression    symbo- 

i(a_,)(i_j,...,i_^  +  ,), 

dans  laquelle  on  remplace  ^''  par  i""(o''),    est   nulle 
n  m  est  différent  de  p. 

6.  Voici  une  autre  application  des  formules  (i)  et  (a). 
Prenons  w(x)  ^  — '■ — j-  On  trouve  sans  peine 


n-Tj)'"'""" 


D'autre  part,  on  sait  que,  Ep  étant  !(!  /t'''"'  nombre 
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d'Ealer,  on  a 


Cela  posé,  la  relation  .(i)  fournit  cette  remarquable 
Tormule 

Ep^— ■^[aA'(oP)   — ai'foP)  -t-A'{oP)] 

'-  ~[lX*(0P)     —■Ai.T{oP)    +i«(oP)] 

-i[ai"*(oP)-ii"{"''):+A"(t"')]+-- 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  sjrmboUque 

en  convenant  de  remplacer,  après  développement,  A" 
ptir  l'"{oP).  Par  exemple, 
E,e  =  —  (5i  I  — 'a7  990  -t-  204  63») 

-t-(ao54i3o)  —3704400 +  1890000) —  ii34ck>  =—  5o5ai. 

7.  Inversement,  d'après  (2},  on  peut  écrire  l'égalité 
symbolique 

E(E-i)(E-î,)...(E-/.  +  i) 

8.  Intégrales  définies.  —  Multiplions  les  deux 
^embres  de  l'égalité  (3)  par  siuptudiii,  après  avoir  fait 
X=  e"",  elintégi-onsenlre.oetit,  en  négligeant,  dans  le 
second  membre,  la  partie  réelle.  Pour  rappeler  cela, 
nous  remplacerons  par  ^  le  signe  d'égalité.  11  vient 

/     (e*     —  ()"  siapoi  dut 

.'%7  A'-CO'"*"!      /*"     .  .  ,  .T.    ^'"[OP) 
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d'où 

(4)     7—3 — ^-~T  /     (e"'"*^*'"'"— !)'">">/'(■'<'"■ 


Par  substitution  dam  (1),  on  obtient,  plus  générale- 
ment, 

i.a.3.../>  Il  ./,     ^  '^ 

Par  exemple,  pour  y(x)  =  '  '  ,  et  x  =  o,  on 
trouve 

9.  /V>ncfionj  Jff  logjf .  —  Soit  encorej^:=<p(logj;). 
En  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouve  la  formule 
symbolique 

<5)  a>»'7(>'i=<p(ç-i){^- a).. .(?-/.  4-1), 

où  l'on  doit   i-emptacer,  après  développement,  cp*"  par 

ff'"'(logx).  Inversement 

ï>i<''(Ioga-)=  ^4(oP)-*-.fî^4>(oP)  +  -ï^4«(oP)+.... 

10.  Intégrales  définies.  —  En  employant  (4)  et  en 
remplaçant  logo:  par  x,  la  dernière  formule  devient 


ai  /•" 


Cette  formule,  à  peu  près  évidente,  a  de  nombreuses 
conséquences. 

H.  Cas  général.  —  Au  Heu  de  nous  arrêter  à  l'exa- 
men d'autres  cas  particuliers,  considérons,  en  général, 


itizec  .y  Google 


(45) 
pour  cela,  il  faut  que  nous  dénioutrîons  quelques 
propriétés  d'un  important  algoritlime.  Rappelons  d'a- 
bord que,  ayant  toutes  les  solutions  entières  et  posi- 
tives de  l'équation 

r,  H- r,-t-r, -4-... +  /•„  =  ;?, 
on  appelle  algorithme  isobaritjue  d'une  fonction y(/-}, 
et  l'on  désigne  par  >/('')»  ^  somme  de  tout  les  pro- 
duits analogues  à 

f(ri)Ary)/(r^)...Ar„). 
Or  c'est  l'algorithme 

'■'.-<^>-S(Txr:rr)' 

que  nous  voulons  considérer  d'une  manière  spéciale. 

là.  Propriété  fondamentale.  —  Pour  plus  de  sim- 
plicité, désignons  par  Er  la  fonction  soumise  au  signe 
algorithmique.  Prenons  un  terme 

ïr,  •r,tr,...»r»     (/■!+ ri  +  .  ..+ /■„  =  />) 

de  U^_„(x).  Acausedee^  =  {r  +  i)er4.M  il  est  clair  que 
sa  dérivée  est 


2:(r..„. 


Pour  que  l'un  de  ces  termes  coïncide  avec  un  terme 
donné 

(7)  'p,«p,«(i.  ■■■»?-    (p.-î-p.  +  ----t-p«  =  /»-^0 

de  U^4.|,n(x),  il  faut  que 

/•|=Pt.  ■•■.  '\-i=  pv-i.  '"v=  Pv  — 'i  rY*t=  pwi,  .-.,  r„  =  pm. 
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ul,  par  conséquent,  pv  doit  èlre  supérieur  à  l'unité.  Si 
cola  a  lieu,  le  terme  (7)  se  trouve  pv  fois  daos  ^'p,„{x), 
comme  on  le  voit  par  (6).  Il  en  résulte  que  ie  terme  (7) 
est  contenu  dans  ^'p^mi^)  ^^  nombre  de  fois  égal  à  la 
somma  des  quantités  p  supérieures  à  l'unité,  c'est- 
à-dire;;  +  1 — Nfois,  ]N  étant  le  nombre  des  quantités  p 
égales  à  tunité.  D'autre  part,  considérons  les  termes 

Er,tr:ïr,---«f„-,      <r,  H- r,  + . .  .-4- r™_,  =/)) 

de  U^^„_,(a;),  et  multiplions  par  s,  chacun  d'eux,  en 
écrivant  ce  facteur  aux  m  places  qu'il  peut  occuper,  de 
la  manière  suivante; 


Dans  le  Tableau  ainsi  formé,  le  terme  (7)  se  trouve 
N  fois,  tandis  que  la  somme  de  tous  les  termes  est,  évi- 
demment, mE|Up,Bi_,(x).  En  résumé,  le  terme  (7)  est 
contenu  p -h  1  fois  dans  U'  „(,r) -(-msi  tl;,,ni_i  (x). 
CoDséquem  ment 

(8)  lip.™(^)  =  (/.-r-l)lIp+,,™(3-)-m«'Up,„-,(:ï^). 

Pour  que  cette  relation  subsiste  sans  limitations, 
nous  conviendrons  de  supposeï-  IJ^  „,^  o,  lorsque  m  est 
supérieur  à  p  ou  inférieur  à  1 . 

13.  Formate  générale.  —  Revenons  à  la  fonction  ) , 
et  démontrons  que 


", 

i.a.3. 

■P 

Up.ï 

3-)  + 

'"(  Il 

^U.,,(-) 

c'est- 

à-dire 

/^ 

dTP 

^% 

du 

S^r 

d-- 
1^ 

)} 
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Admettons,  [lour  u»  instant,  que  celle  foniiule,  évi- 
dente pour  p=i,  soit  vraie  pour  les  valeurs  i,  a, 
3,  ...,/?  de  /*,  et  démontrons  qu'elle  subsiste  pour  la 
valeur/;  -i-i.  Pour  atteindre  ce  but,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  des  deux  membres  et  d'avoir  égard  à  la  re- 
lation fondamentale  (8).  On  doit  observer  que  cette 
démonstration  ne  suppose  aucunement  ifue  les  fonc- 
tions considérées  soient  développables  par  la  formule 
de  Tajlor. 

H.  Ejcemple.  —  Soient  a=  -  et,  par  suite, 


Un  terme  quelconque  de  \ip,m  est 

a;'"!  n     yi+'  r'"-^'        Tf*"' 

Tous  les  termes  de  \ip,ni  sont  donc  égaux  :  leur 
nombre  est,  d'ailleurs,  eeluï  des  solutions  entières  et 
positives  de  l'équation  r'i  -I-  fï  + . . .  -+-  /'m  =  p,  c'est- 
à-dire  Cp_i,ni_i.  Cooséquemmenl 

La  relation  (9)  devient 
^       '    i.a.3...jo 


^  ^^lii  Liiii+  fvL-H  •"(^) 


i.i.3 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  p''™*  dérivée  des 
fonctions  de  -  ■ 
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15.  Lorsque  l'expression  de  la  />''"•  dériva  d'une 
fonction  de  fonction  est  connue,  U  comparaisMi  avec 
tes  formules  précédentes  donne  lïeu  h  des  égalités  iso- 
bariques,  plus  ou  moins  intéressantes.  Ainsi,  pour 
u  =  «*,  on  a 

p  p 

La  comparaison  des  formules  (i)  et  (9)  donne,  pour 
les  différences  de  o',  cette  intéressante  expression  iso- 
bar  i  que 

l)e  même,  pour  n  =  log.r,  on  a 

p  9 

La  comparaison  des  formules  (5)  et  (9)  montre,  en- 
suite, que  la  somme  des  produits  v  àv  des  p  —  i  pre~ 
miers  nombres  entiers  est  égale  à 

p 
D'après  cela,  ou  a 


|KS(^)]= 


En  particulier,  pour  a  =  i,  on  retrouve  une  formule 
donnée  par  Cauchj  dans  ses  Exercices. 

16.  La  relation  (9]  comprend  comme  cas  très  parti- 
culiers, pour  différentes  formes  de  la  fonction  f ,  toutes 
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les  forinulvs  cuiituiiuvs  dans  noirv  arliclv  Algorithittii 
ifobaiitfue,  et  démontrées,  par  une  autri;  voie,  daus  Xv 
Journal  de  BaitagUni.  Par  exemple,  pour 

il  vient 

Va\  particulier,  |)Oiir  it  = -{p^-f- e~^)  et  x  =  o, 

rîfe?-'i[<-''S(rdr^,)]- 

V  =  l  p 

Pour  M  =  -  (  I  —  e~')  et  X  =  o, 

TTïfe?  =21'-'i"'S[rîxri7Tr)]l- 

V  =  l  p 

Telles  sont  Iks  expressions  isobariques  des  nombres 
d'Euler  et  de  Bernoulli. 

17.  Autre  exemple,  bien  remarquable.  En  faisant  suo- 
cessivemeiit  !p(x)^«^,  y(x)^  logx,  et  x  =  o  dans  la 
formule  (9),  on  obtient 

Cela  posé,  désignons  respectivement  par  .v.  lv  les 
sommes  des  r'*"""  /missances  et  des  produits  r  à  r  de 

Wnn.  J-  H-i*r™-i,.3'sirk.l.  IV.  (J«iiïirriBfi5.)  4 
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,|..„Mlil,.I,|UC 

(   ^ï"   ) 
■li(,ii.|m-s.,  ,3,v .S.it 

>- 

ii-far)i,^?xl|i  +  Y.r)... 

IJ  »l  clai.- 

<|uc,  pour  a-  =  n, 

TjCs  foriuiilcs  pré<:i-(leiit(-s  tlevienneiit  flniic 

v=l  p 

18.  Iriterinéfn/ioii  f/ff  l'algorithme  iS.  —  S<iil  n  la 
vaii-iir  <l<;  «,  [mur  jf  =  =.Si  l'on  fail  <s (x)  =  (.r  ~  a)« , 
et  ^  =:  S,  la  ronutilu  (<))  devî^Dl 


Par  cniisé(|UL-nl,  entre  les  limites  d'application  du 
llioorèine  d(- Tavlor  II  la  fonction  H  =  ^(x),on  pourra 
«'■crii-c 

(  l'l'(^)-4'(î)l'"  =  (*-0'"U„,„(E) 

La  roi-iiuili-  ('î)  SI!  li'uiivi!  ainsi  génératisév. 

19.  Intégrales  définif.s.  —  Multiplions  lus  deux 
mcnibi'ttK  ilr  (to)  par  S)n/>ii)  dio^  après  avoir  fait 


et  remplacé  ;  par  .r.  Intégrons  ensuite  entn:  o  cl  n,  eu 
négligeant,   dans  le   seeond  membre,   la   pariie  riH'lle. 
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J    {;(j:-^e'"f-.H-r)|"'siH/>a.,/« 


(iii  i 


20.  Atgoritlime  >sol>tvû/ne  dtj  -;—  ■  —  La  ruiictioii 
(li)iit  iioiifl  avoiiK  parlé  dans  iiutre  nrtù'Uï  l'ri'/triétés 
tVttae  foitctioit    iiril/unélii/ue    ii'est  aiilie  (|ii«    l'algo- 

r 
<|(i<;    l'on   rencoiitrc  dans  ta  dOiivitiioii  dus   rniictimis 
dit  H= -log(i -Hx).  F,ii  ellbt,  (tour  irette  forme  do  H, 


S[V^J 


r 
Par  coiisti()ui!nt,  en  vertu  d«  (9}, 

Par  uxemple,  pour  ^{jc)  =  p',  on  ublîeiit  U:  dévdop- 
l»etiient 

donné  dans  l'arlielc  v'tié. 
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(52) 
21,  Algorithmes  V  et  W.  —  JSous  ajouterons  quc-I- 
(|uvs  mois  sur  deux  autres  iinpoi-lants  algorillimus,  a 
savoir 

v„„.,.,=s,„.-i,  w,..w=s[,...:':;.-,>]- 

p  p 

Dans  cc-lU;  Noie,  c'est  le  doriiier  algoriilimc  cjui  atti- 
rera spécialeuieut  iiolru  atteiiliuii.  Quant  au  {U'euiier, 
nous  nous  bornerons  à  fain:  remart]iier  la  relation  ion- 
ilauivutalc 

V;,^„(:r)  =  m[V^^,.„,(^)^Vp.„_.(:r)I, 
i|Uv  l'on  obtient    par  des  considérations  fort  sîinpivs, 
analogues  n  eelles  i[ui  nous  ont  servi   a  établir  l'éga- 
litë  (8).  C'est  de  la  même  manière  que  l'on  obtient  la 
relation 

Il  suffit  d'observer  t|Ue,  si  l'on  conlîuue  à  représenter 
par  tr  la  fcmcLion  soumise  au  signe  algorithmique,  on  a 
£',=  /'«r+i»  *ti  P^i"  suite,  le  terme  (7)  se  trouve,  dans 
W^^(x},  un  nombre  de  fois  égal  à  la  sommedes  e/iutn- 
tités  p  supérieure.1  à  l'unité,  diminuée  du  nombre 
des  mêmes  quantités,  c'esl-À-dire  à 

(^  +  ,_N)-(/n-N)  =/>-».  +  !. 

ti.  Lalbrmule  (lu)  permet  de  dévelopjier  ^ p,m{x) 
SDÏvant  les  puîssanecs  ascendantes  de  x,  lorstju'un  tel 
développement  est  possible.  En  eflêt,  il  est  évident  que 

(>3>W^*'„(*)=(/'-m  +  ')(/'-«+a)  ■0'-'n-t-*)W;,**,«(^). 

Par  suite,  â'il  e&l  permis  de  poser 

W, »( J-)  =  A^";,,  +  A y'^  -  -i-  kf„  ~  +  A',^;„  -^  + . . .. 
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(  J3) 
Il  a  iiL-ccssairciiiviit 


A'/:;„  =  ij>-m  +  !)(/>  -  m  +  a). .  .(p  —  m  +  A)  Aif: 
Il  un  résulte  la  formule  symbolique 


En  d'autres  termes, 

33.  Pour  montrer  toute  l'utilité  de  ces  formule: 
commençons  par  appliquer  la  formule  (i3)  à  ladétcrmi 
nation  de  l'algoritliine 

p 
Pour  II  =  e^,  il  est  clair  que 

P 

Par  conséquent,  en  vertu  de  (i3), 
'n*ïp,™  =  (p—m-+-  l)(/j  —  m -ht).,  .{p  -  m  +  k)ip*k.„,. 
On  en  déduit  facilement 


31.  De  même,  soil 

v..4[(--)(-:)-(-r^)]- 
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puis,  Id  foniiiile  (i.'{)  doiiiit; 

C'irst  là  un  résultat  curieux  au  |>ohit  dv  vue  tiv  U 
jtai'tïlîon  (lu3  nombi'vs.  Si  l'on  cinisîtlùru  toules  les  sulu- 
liuits,  entières  Kl  fiosillves,  de  réqualioii 

on  Iroiivc  d'aboiil,  pour  a  =  i»,    (|uo  loin-  noinhi-i?  est 
^•p-i,ta  -<•  Ou  vuit  tiiisiiîtu,  pour  x  =  i,  (|eu!  l'an  a 

ïz-i'i . . .  '■,»=  C«+--,,,„-„     eic 


!2o.  Cu.s  résultats  truuvL'Ul,  eu  outi'u,  uuc  a|)|>lîoaliuii 
utile  dans  la  rit-lierclie  des  dérivûi-s  des  ruiicliiiiis  de 
Tuuetions.  Ainsi,  pour  it  :=  xi^  et  j?  ^  o,  la  roiiiiule  [()) 
duiiiiu,  eu  tenant  compte  de  la  valeur  de  l'algorillinte  t. 


=    C„; 


Ihi  mèn 

e,  |.ar  l'ai 

ïorill.. 

j: 

X  = 

"              < 

-Xj^^^ 

r'i'i 

■?'<<•) 

6,  on  obtient,  en  sn|,|.., 


26.  Pour  liuir,  nous  fei-ous  observer  r|ue  iliacuii  de 
ces  algoi'itbmes  peut  ètie  mis  sous  forme  d'intégrale  dé- 
liuie,  moyeimanl  U  fonuule  (i  i).  [Wurvu  ijue  le  déve- 
loppement (mi)  soii    légilinie.    \insi,   eu   ilierelianl  ii 
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cxpi'inifi'  l'algorithme  t,  on  trouve 


Pl]BLfCATIO>iS  RECELES. 


QcKsiiiONs  DE  GÉOMÉTRIE  DEscitiPTiTR  { \lallicmiitii|ites 
spéciales),  À  l'usage  dus  candidats  ft  l'Ecole  Polvtucliiiitjue 
et  n  Hûtolc  coilrale  dus  Aits  et  Î^Ianufaotui-i-s ;  par  M.  E. 
Jurisch,  agiégcderUiiîvorsilt-,  inofcssenr  de  Malliciiia- 
tî(|iK-s  spéciales  n  l'I'jiolc  Colburl.  Paris,  Cli.  Delagrave; 
i883.  Jii-«,  avec  66  plauclies  liors  Uxte.  Prix  :  ()%5o. 

Cet  Ouvrago  contient  les  xnlutitins  de  soixante  prolilùinc!!  nm- 
prumi'B,  )>our  la  plupart,  au\  questions  proi>osi.^es  dans  les  con- 
cours <railmissiun  â  l'ICcolc  l'olv technique  et  à  l'Ecole  Centrale. 

Ces  proLlèines  t'ont  accampa{;nés  de  données  numcriques 
permettant  de  disposer  l'épure  sur  la  feuille  et  facilitant  ainsi 
l;i  ronfection  du  portefeuille  ext);é  des  candidats  nu\  Kcoies. 

L'auteur  a  donné  les  diverses  méthodes  qui  peuvent  être  eiii- 
ployécs  |iour  ix-soudre  un  même  problème,  alln  que  son  Ou- 
vrage put  servir  de  complément  à  tous  h-s  cours  de  Géométrie 
descriptive. 

ICn  outre,  îl  a  cru  utile,  s'adrcssani  ù  des  clùves  do  mathéma- 
tiques spéciales,  d'appliquer  les  équations  ilcs  surfaces  toutes 
les  fois  que  la  mise  en  équation  a  pu  fournir  la  nature  des 
projections  de  l'intersection  cherchée  (u"  3,  ii,  n3,  2j,  Ja,  iG. 
?5,  fia)  ou  un  procédé  pour  construire  les  tan);entt'SBu\  points 
rcmarquahles  (n"  ai,  a3,  aj,  SS,  6a). 

ii^nfLu,  il  a  étudié  complètement  la  <létermination  des  asym- 
ptotes des  projections  (n°*  i  à  la,  40)  et  celle  des  points  doubles 
(n**  I,  3,  la.  i3,  18,  aS,  ag,  36,  39],  ces  questions  ayant  été 
fréquemment  posées,  dans  ces  dernières  années,  aux  examens 
orau\  de  TEcole  rolyrerlinique. 
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Nousavon5lui'egrctd'Biiuoi.icerB  nos  lecteurs  ta  nioit 
(le  M.  LioMiET,  ancien  professeur  de  Matliématîques  au 
lycée  Louis-le-Grand,  ancien  examinateur  delà  Marine, 
qui  a  enrichi  les  Nouvelles  ^in/ra/ej  d'articles  aussi  re- 
marquables [lar  leur  élégance  que  par  leur  variété.  Nul 
plus  que  nous  ne  sentira  la  perte  d'un  collaborateur 
aussi  précieux. 


«VESTIONS. 

1330.  Si  du  point  O  on  voit  le  càtéBC  du  triangle  ABC 
sous  UH  angle  égal  à  A  augmenté  de  ^o",  ou  a  entre  les 
côtés  a,  b,  c  du  triangle  et  les  distances  ci,  6,  y  du 
poiiitO  aux  sommets  Â,  B,  C  Ja  relation 

rt"i'=6>6>-i-c"Y'.  (D'OcASNB.) 

1321.  Le  point  M  étant  pris  d'une  manière  quel- 
conque sur  le  côté  I3C  du  triangle  ABC,  on  projette  or- 
thogonale ment  en  B',  C  les  sommets  B,  C  sur  AM; 
démontrer  qu'un  a  la  relation 

BG.AM  =  MB.AC'-(-MC.AB'.      (D'Ocmîwb.) 

ISââ.  Le  déterminant  de  (/i  — i)^  éléoit^ts,  dont 
l'élément  général  utj  est  égal  au  nombre  des  diviseurs 
communs  dei-\-t,j-\~i,  représente  la  totalité  des  en- 
tiers, non  supérieurs  à  n,  dépourvus  de  diviseurs  carrés, 
autres  tiue  l'unité.  (K.  (ÎRSAta.) 
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SDR  LKE  IBEKTITÊ  TRIGOAIOIlfiTRlOliE; 

Ptn  M.  HERMITE. 

M.  J.-W.-I..  Glaishcr,  professeur  à  Cambridge,  a 
donné  sans  démonstration  ]a  relation  suivaate,  où  a,  b, 
c,fy  g-,  h  sont  des  quantités  quelconques,  à  savoir  (')  : 

-/).in(a-ffUinf«'-A) 


sxtua 

—  Al 

i[i((i 

-f  1 

+ 

sin(6- 

\a{i> 

n(6- 

-aïs 

A) 

sinfc- 



-/)« 

mc- 

>P)S 

n(c- 

A> 

ll(C~ 

a)s\ 

l(f- 

h) 

«in*/ 

"Mil 

~als 

«lf~ 

-ft)s 

n(/-- 

-cl 

-*■ 

-A>s 

-Aj 
n(A- 

-> 

L'éminent  géomètre  a  de  plus  remarqué  que  la  somme 
des  trois  premiers  termes  est  égale  à 

5in(a  +  6  +  c-/-,jr-A); 

or,  on  voit  qu'en  changeant  a,  A,  c  un  f,  g,  h,  et  récipro- 
quement, le  sinus  se  reproduit  sauf  lu  signe;  il  sufKt 
donc  d'ajouter  les  deux  expressions  pour  obtenir  immé- 
diatement la  relation  annoncée.  Ce  résultat  intéressant 
peut  se  généraliser  et  se  démontrer  comme  il  suit. 
Considérons  la  fonction 


/[T)  = 


in{x~a)%\n(x  —  b)...: 


(')  AïsociitîoD  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès 
de  Reims,  séance  du  17  août  iBSo. 

Aanilelllnihimai.,  3' série,  t.  IV.  (Février  18SS,)  5 
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Et 


(3S) 
uù  je  suppose  que  les  facteurs  soient  en  mèine  nombre 
au  numérateur  et  au  dénominateur.  Désignons  par  A, 
H,  . . .,  L  les  résiiJus  correspondant  aux  pâles  x=  a, 
//,...,  l,  de  sorte  qu'on  ait 


s 

Ma-f)*\n(a~ff).. 

.  sin(o-*) 

\n(b  —  f)^]n(b  —  ^). 

.sin{i-») 

' 

imb  —  aisiaib  —  i:}  . 

.sintft-/)' 

J'emploierai  la  relation 

A  +  B+...^,..!i^', 

OÙ  G  et  H  désignent  les  valeurs  de  /'{x),  lorsque,  ayant 
fait  r  =  «"i  on  suppose  s  nul  et  iniiui  (  Cours  (t'j^nalj'st; 
de  l'Ecole  Polytechnique,  p.  SaS). 

Ces  val<-urs  s'obtiennent  facilement^  on  a,  en  ellct, 


d'où,  pour  z  =  o  et  z  Infini,  les  quantités 
Soit  donc,  pour  un  moment, 

.  =  /  +  f  +  ..,  +  .; 

nous  aurons  sur-le-champ 


jVl'  Maintenant  il  suflit,  de  permuter  a  et  /,  i  et  _)  ,  . . , , 

l'il  /  et  j  pour  obtenir  l'équation  de  M.  Glaîslier,  Qu'on 

désigne  en  effet  par  F,  G,  . . .,  S  ce  que  deviennent 
alors  les  quantités  A,  It,  . . .,  L;  la  relation  précédente 
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donne 


F  +  G+.-.-^S  =r-sin(H— i-). 
et  l'on  en  conclut  l'idi;rilJUî 

A-^-B-4-...-i-I.-+-F-^G--...+  S=o. 

NOTES  SUR  LB  CALCUL  ISOBiRIQUE; 

Pau  m.  B.  CESARO. 

I.  —  Algouithhes  d'ilcorithmed. 
1 .  Sur  un  algorilhine  de  poids  variable  r,  de  degré 
constant  [x,  répétons  l'opération  algorithmique  V.  Un 
terme  quelconque  du  résultat 

SSS-S;  (.-^.-^.— ■-=.) 

se  compose  d'une  série  de  termes,  dont  cliacun  est 
constitué  par  [xm  facteurs  dont  les  indices  ont  pour 
somme  /'i  4-  fj  -H.  •  •  -f-  r^^  p.  Tout  terme  du  résultai 

appartient  donc  à  W-  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  tous 

\f.m 

les  termes  de  W  se  trouvent,  sans  répétition,  dans  le 

p 
résultat.  Par  l'emploi  successif  de  ce  raisonnement,  on 
est  autorisé  à  écrite 

ssss-=  s  • 

en  convenant  d'opérer  successivement  et  de  droite  à 
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(  «i») 

gauche.  En  ouirc,  ou  doit  rappeler  quo,  par  convention, 


V  ^  o  lorsqu'on  n'a  pas  i  ^/h^/». 


2.  En  parliculier,  soît  a  une  fonction  quelconque 
de  JT,  et  considérons  l'algorithme 


--mm- 


étudié  dans  la  Note  Dérivées  des  fonctions  defoiutions. 
On  aura,  en  vertu  de  (i), 

S(U..,I«LV,,.. 

Cette  égalité  permet  de  généraliser  les  expressions 
îsobariques  obtenues  dans  la  Note  citée.  Ainsi  nous 
avons  trouvé 

p 
Nous  aurons,  plus  généralement, 

Par  exemple,  pour  ja  ^  a, 
3.   De  même,  les  égalités 
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(6i  ) 
donueiil 

p  " 

,   4.  Comme  dernier  exemple,  l'égaliié 

dans  laquelle  Sm,p  n^présente  la  somme  des  produits  m 
à  m    des  p  premiers  nombres  entiers,    se   généralise 


Cr f-lrti^l" I  =  'p-V.m.p-, 

Eq  particulier,  pour  jj.  ^  2,  on  a 


(■jm*.)(ï 


11.  Sun  L4    DËn[VATION  DES  FONCTIONS    DE    TONCTIONS. 

ë.  Dans  la  même  Note,  nous  avons  montré  que,  si 

r  =  î("),  "='!'(*).  on  a 


(a 


~^=i'[7i:^-'"H- 


Celte  formule  s'étend  aisément  au  cas  oùjf  s'exprim* 
en  fonctioa  de  x,  par  l'intermédiaire  d'un  nombre 
quelconque  de  fonctions.  Soit,  par  exemple, 
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n- Yi  jr -I- Yi  ■'^'— T»-^ 


II  est  visible  que 

î?  =2[¥  (*'-'''v,'+  •i'.-*>j'i'p..-^i 

Cette  relation  nous  sera  fort  utile  dans  d'autres  re- 
cherches. 

6.  ici,  nous  n'aurons  hesoin  que  de  ia  formule  (2), 
dans  le  cas  particulier  de  cp(x)  ^  -■  Soit 

u  =  t  —  e,i!  +  c,x^ — C137I-1-.. 
D'après  (3),  on  3 

7.  Supposons  que 

u=(,-a,j;)(,~a,^)(,-a,j-).... 
La  formule  (3)  donne  l'expression  générale  des  coef- 
ficients y,  moyennant  les  sommes  c^  des  proâuits  r  à  r 
des  quantités  a.  Il  est,  parfois,  utile  de  eunnaitre 
l'expressiou  des  mêmes  cocflieienls  en  fonction  des 
sommes  .v  des  r'  ■""  puissances  des  mêmes  quantités. 
Dans  ce  but,  posons  -:=»;'',  de  sorte  que 
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(63  ) 
Dans  le  cas   acltittl,    la    furninle  (a)  donne,   pour 

'"-=S(7)-4fâ-nS(7)— ^S(ï)- 

1^5  relations  (3)  et[4),  qui  nous  seront  utiles  dans 
la  suite,  fournissent  de  nombreux  théorèmes. 

m.  —  DiFFéncHCES  nés  fokctioh*. 
H.  On  sait  que 

•  -a  L  p+i  J 

Or,  il  est  évident  que  l'on  peut  écrire,  plus  généiale- 
ment. 

Cette  formule  donne  Heu  h  beaucoup  d'égalités  inté- 
ressantes; mais  il  est  utile,  pour  l'appliquer,  de  con- 
naître l'expression  de  A™i  .  La  question  est  aisée  à 
résoudre,  et,  d'ailleurs,  te  résultat  est  connu;  mais, 
comme  nous  en  aurons  besoin  ultérieurement,  dans  la 
recherche  des  différences  des  foiiclion/:  de  fonctions, 
nous  allons  l'indiquer  en  quelques  mois. 

9.   Par  le  théorème  de  Taylor,  on  a 

En  partant  de  là,  calculons,  de  proche  en  proche, 
A*,  Aj,  ....  Kous  sommes  conduits  n  poser 
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Ivs  iioiiibi-«s  o  (-tant  indépendants  de  la  nature  de  y. 
Pour  les  détei'iniiicr,  faisons  y  =  x'"'*'',  puis  x  =  o, 
A^'^  I.  Il  vient 

ConséquetDiiieiit 


10.  Soil,  par  exemple,  jf  ■=:  e^,  et  posons  Ax  = 
dernière  formule  devient 


f:> 


-(«.-0! 


Parla  eumparaison  de  cette  égalité  avei:(6},  on  voit 
que  l'on  peut  toujours  écrire  syiiiboUquement 

l'"j  =  (cJ'Ax_,,«. 

11.  De  même,  pour  j-  =  siiij-,  on  iiuuve,  en  faisant 
j:  =  0,  ii:  =  I, 

j   .     m:      '■v,         .A"'(o"'-t-i'+i)         ,     , 

unpair)     a"'  sin'"  ^  cos  —  =  ^  *~  ''  —  ;.  1 1  !  '^  ' 

tandis  que  la  formule  (  5  )  donne 

Impair-,  ,„  ,  ,,    r,,,.  "' "  '  "  ^- '  "' " '"1  j 

!  =2|-s[ — ^ — Ji- 

(m  impair-,  \  u.  ,  T  .^  i .- .1.  ^(»  ^  .i.-j  j 
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12.  Revenons  »  la  fonction  ^  =  x",  oc  ciuployous  U 
t'ormulu  (6),  en  supposant  Ax^i.  Oit  obtient,  sous 
forme  symbolique, 

en  convenant  de  remplacer  la  i'""  puissance  de  i™  (o) 
par  A"(o').  Si  l'on  introduit  ce  résultat,  presque  évi- 
dent, dans  la  formule  (  5  ),  on  trouve,  pour  :t:  =  o, 

Par  ex(!Rip]e,  pour  m  ^  a, 

(2«-..)p=V^(c„,.)H-§(c„,.)+§{c«,.,)^..., 

13.  Dernière  application  :  pourj'  =  -  ctAj:^ — xb, 
la  formule  (6)  devient 

I""    i.-.)i:-;^);",-„^°|'"'°-''"- 

Conséfjucmment,  en  vertu  des  formules  (3)  et  {4)> 

IV.  AlGOUITBMES    ISOBiaiQUES    COMPOSÉS. 

1 1.  Nous  appelons  ainsi  toute  combinaison  lïnéaiiv 
d'algorithmesiVoÂuf-ii^ae.t élémentaires  d'une  môme  fonc- 
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les  iioiiibres  o  éiaiit  iiida'pendnnts  de  la  nantie  de  y. 
l'oui'  les  dé  ter  initier,  faisons  j- =  .r™+',  puis  j;  =  o, 
Aa-  =  I.  Il  vient 

■i"'l.""'^'>-S,>i. 
Consé(]ueiMtnent 


S'S.-S^^ 


,i^-'. 


10.  Soit,  par  exemple,  j  =;  *^,  et  posons  ix  ;=  ;.  La 
dernière  formule  devient 


Par  la  cutuparaisoii  de  celte  égalité  avec  (6),  on  voit 
i[ue  l'on  peut  toujours  écrire  sjmbohquement 

11.  De  même,  pour^=  siiu',  ou  trouve,  en  faisant 
J7  =  o.  A^=:  =, 

impair)  i'«  sin«^  fin  ^  =2](  ' 'l' J,['^".^}^,;1 -"'^"*'' 

( «1  impair)     ■*"'  sj'n"'  ^  os  ^  =: ^ (—  i)(  ■  ^-■^^■■^■.■■,  s""*»' ; 
taudis  que  la  formule  (  5  )  donne 

!  -2|-'sl — ^ — Ji- 

(91     {m  impair)  ...  f  Tii.  "•  ^ ''"  ^' "  " '"1  ) 
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13.  Rvvenoiis  à  la  fonction  y  =  x'^-,  ei  employous  la 
tbrmiilu  (ti),  eu  supposani  A^  =  i .    On  obtient,  sous 
forme  symbolique, 

en  couvenanl  de  remplacer  la  i'™*  puissance  de  A""  (o) 
par  Â™{o').  Si  l'on  introduit  ce  résultat,  presque  évi- 
dent, dans  la  formule  { 5  ),  on  trouve,  pour  x  =  o, 

Ii«(otT)]^  =  2    S  [ Go., A—i ( o-"--)] j . 

Far  exemple,  pour  m  ^  i^. 

(a='-0,}^=^(C^.,.)-§(C„,O+S(C^.r)-^..-, 

13.  Dernière  application  :  pourj  =  -  etij?  —  — xz, 
la  formule  (6}  devient 

('"1      ir-,),:-^);",-:^'!'-!'-'"'- 

Consé()uemmeut,  en  vertu  des  formules  (3)  et  (4). 
IV. —  Algohithmbs  laouAniQUBs  composés. 


14.   ^l'ous  appelons  ainsi  toute  combinaison  lin 
d'algorithmes(VoAiir(i7»<?5 élémentaires  d'une  même  fonc- 
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lion,  quelles  que  soivut,  d'ailleui's,  leurs  degrés.  Oo  a 
vu,  précède DiDient,  que  ces  algorithmes  composés  înler- 
viennenl  dans  l'expressioa  dus  dérivées  des  fondions 
de  fonctions  :  uous  les  rencontrerons  dans  un  grand 
nombre  d'autres  questions. 

15.  Ou  sait  que  plusieurs  géomètres  ont  imaginé  des 
algorithmes,  propres  à  réglementer,  pour  ainsi  dire, 
V  Analyse  partitive,  celte  importante  et  féconde  branche 
de  l'Algèbre,  que  M,  Sylvester  appelle,  avec  beaucoup  de 
raison,  Vdine  de  toute  l'Analyse.  Or  il  est  curieux  de 
constater  que  tous  les  inventeurs,  eu  agissant  les  uns 
à  l'insu  des  autres,  ont  été  d'accord  daus  le  clioix  de 
l'algoritlime  isobarîque  composé  comme  base  du  calcul 
des  partitions.  Nous  monirei-ons,  en  eilbl,  qu'uu  tel  al- 
gorithme lie  dillere  pas  de  celui  qui  a  été  étudié  l'année 
dernière  par  M.  d'Ocagne  dans  les  Nouvelles  Annales. 
On  sait,  d'ailleurs,  que  le  même  algorithme,  précédem- 
ment étudié  par  Wronski,  sous  le  nom  An  fonction 
alcph,  a  été  l'objet  de  recherches  de  beaucoup  de  géo- 
mètres. Ici,  nous  voulons  seulement  signaler  à  l'atten- 
tion des  jeunes  inventeurs  les  travaux,  injustement  mé- 
connus, de  plusieurs  savanls  professeurs  de  l'Université 
deNaples:  M.M.  Trudi,Fergola,Torelli,  etc., qui  ont  pu- 
blié, à  difléi-entcs  reprises,  daus  \e  Journal  de  Batiaglini 
et  ailleurs,  d'intéi'cssantes  Notes  sur  l'algorithme  en 
question.  De  plus,  on  trouve  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Naples  quelques  impor- 
tants Mémoires  de  M.  Trudi  sur  le  même  sujet.  Ils  sont 
surtout  à  recommander  pour  les  renseignements  biblio- 
graphiques   et    les    Notices  hlstoiiqucs,    nombreuses  et 


1 


Itî.  Les  niatliéiiialieiens,  avons-nous  dit,  ont  tâché  de 
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prendre  comme  base  de  l'Analyse  partitive  l'algoii Llintu 
isobarique  composé,  c'est-à-dire  une  somme  d'algu- 
rUkmessimple.ijdeméme  poids, maisdedegiésiliffirenU, 
L'a Igoritlinie -été ment  semble  être  resté  inconnu  jusqu'à 
présent;  mais  c'est  évideminent  cet  algorithme  élémen- 
taire V  qu'il  faut,  désormais,  considérer  comme  élément 

primordial  dans  le  calcul  des  partitions  :  ce  sont  ses 
propriétés  que  l'on  doit  reclicreher  et  étudier,  aGn 
qu'elles  constituent  le  fondement  de  l'Analyse  partitive; 
car  cet  algoritlime  est  le  seul  qui  possède  la  propriété 
d'ètreàlafuisMo^a/'tfueet  Ao/no^éne,  et  de  ne  pas  souf- 
frir une  ultérieure  décomposition  en  éléments  d'une 
plus  grande  simplicité. 

t7.  M,  d'Ocagne  représente  par  [o(fla«a-''ïni]''' '«^ 
résultat  que  l'on  obtient  en  remplaçant  par  l'unité  les 
coefficients  numériques,  dans  le  développement  de 
(fli -(- «a -l-'ïs  •+--•-+  Om)P.  Tout  en  nous  conformant  à 
cette  notation,  nous  écrirons,  plus  brièvement,  [<iv]^- 
M.  d'Ocagne  donne  ensuite  la  formule 

(II)         I  ( I  —  o, j-Hi  —  fir). . .(I  —  a„3-] 

{       =  1  -!-  [a^]i,x  ■+-  [a,]3,i*-t-  [avji,j7'-t- 

En  vertu  des  égalités  (3)  et  (4)»  on  voit  que  l'algo- 
rithme [«ï]î,  est  composé  et  isobnrif/ue;  car  il  peut 
être  mis  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

NatuielleiueiiL,  les  sommes tvdoivciiu'jic  ronsidéi 
[/A'ï,  loi'S(|u<:  r  snipassr  m. 
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iS,  Si  ciï=v,  l'examen  siiiiultauci  dos  fortiiules  (lo) 
et  (i  i)  montre  que 

Cette  formule,  qui  sera  généralisée  plus  loin,  a  été 
remarquée  par  M.  d'Ocagne,  qui  l'a  obtenue  par  com- 
paraison avec  une  formule  donnée  par  M.  Schlomilcli, 
dans  un  Mémoire  Sur  les  facultés  ana/jtiquas. 

19.  Faisons  remarquer  aussi  l'expression  des  nombres 
d'Euler  sous  forme  d'algorithme  composé  isobari que  : 

'  "  i.a.3...2/>  WJ  |.|i^-.)'J. 
On  y  arrive  immédiatement  parla  décomposition  delà 
fonction  cosx  en  ses  facteurs  primaires,  et  le  dévelop- 
pement connu  de  sécjr.  L'emploi  de  la  fonction  — - 
conduit,  au  contraire,  à  la  représentation  des  nombres 
de  Bernoulli,  moyennant  l'algoritlime  1  -;  |   ■ 

20.  Désignons,  pour  abréger,  par(<i,,a3,  «,,...,()„) 
le  premier  membre  de  (ii),  et  imaginons  que  l'élé- 
ment a,  augmente  de  ia/.  On  trouve  aisément  cette 
égalité 

i(ai,a,,  ...,a„)  =  (a,,ai,  ....  n,„,a/+  4o,)  j-Ao/, 
contenue  dans  les  Mémoires  de  M.  Trudi.  En  égalant, 
dans  les  deux  membres,  les  coeflicientsdejc'',  on  obtient 

(.3,  ,^_|„„„...„,.|.=  |,„... ...,..,]--.. 

Par  conséquent,  en  suivant  la  marche  indiquée 
par  M.  Torelli  dans  sa  Note  Sulle  J'unzioni  simmeiriche, 
complète  e  semplict,  on  a 
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jiomvu  (jut',  pour  abréger,  on  rcpri-si-iili;  par  U  l'fii- 
semble  des  «léments  x  +  a,,  ^  +«îî  . .  .,x  -him-  Or 
il  est  évident  que  tout  terme 

J   (■^-l-«l)P'(-r-+-ai)P'.  .-(j-  +  a,n)?~ 

du  second  membre  est  un  terme  de  [û]''"'.  D'autre  part, 
il  est  clair  que  le  terme  (i4),  considéré  comme  un  terme 
donné  de  [ÛjP~',  se  trouve  (5,  +  !  fois  dans  [U,  x-Hd,]''"', 
et,  par  suite,  p  ~f-  m  — i  fois  dans  la  dérivée  de  [O]''. 
11  en  résulte  cette  imporlauic  Ibrmule 

Par  dérivations  successives,  on  trouve,  plus  générale- 
ment, 

Conséquemment,  par  le  théorème  <lc  iMacIaurin, 


(i6) 


l  [r<:-f-avIS,-[«vK  +  Cp+«-,.>[«v]Sr 


âl .   Faisons,  par  exemple,  Oy  ^  v.  On  obtient 

■+■  Gp+„_,,,T>i'"  (  (>'«+,.-»)+ 

Si  l'on  observe  que  A™  (o/")  =  mi""' (iP"'),  la  der- 
nière formule  prend  la  forme  i'ymbolique 

Par  le  changement  de  m  en  m  +  t  et  de  ;r  -h  ■  en  t, 
on  en  déduit  la  formule 

duc  à  M.  Fergnia. 
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22.  La  fbrniiil((  (lil)  se  diiriioiilri;  plus  alst-meni  t'ii 
observant,  avec  iM.  d'Ocagiio,  «jiie 

[«vis,  =  ["vis,.., -".«[".i;;,"', 

a,,,  pouvant,  du  rcsLu,  âtic  considéré  comme  nn  quel- 
conque des  éléineuU  a.  De  cetU:  identité,  appliquée  plu- 
sieurs fois  de  suite,  on  déduit 

(17)    ['^IS.  =  [«vis.-,  +«".[«v]S,"-\  +  a^[«v]'^:î  +. . . . 

La  dérivation  de  la  même  égalité  donne 

ii».i!,  =  i».ir.-u-<.,i|„.i:,-; 

puis,  par  applications  successives, 

''^^  ,4:t"vK,=i''.]!;r'-''a"v]:;"'-^«,n<'v]r+.... 


Il  suffit, 
pour  obteni 


aintenant,  d'avoir  égard  â  la  r< 
imincdialemeut  (i3)- 


>('7) 


23.  Il  y  a,  d'ailleurs,  une  formule  facile  à  établir  qui 
rend  presque  intuitive  la  relation  (16).  En  eifet,  dans  sa 
Note  ^ur  un  algorithme  algébrique,  M.  d'Ocagne  a 
démontré  que,  si  l'on  pose 


^(  =  ) 


-«,)(=-'<«)-■■(« 


m). 


K]?"  =  27W- 


Si  cliacune  des  quantités  a  croit  de  x,  la   fonction 
f{s)  devient  y"(z  —  jt],  et  la  dernière  formule  donne 


.^t^^tîifïf 


On  voit  immédiatement  que  le  coefficient  de  x',  dai 
e  développement  du  second  membre,  est 
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Si.-  Si  l'oii  |>osu 

f(i:)=(i-o,s)(i-o,=)..., 

la  formule  de  M.  d'Ocagiie  peut  prendre  la  rorme 

plus  utile  nu  point  Je  vue  des  applications,  surtout  dans 
le  ras  de  m  infini.  Par  exemple,   pour  ay= ;. 


[i^YM- 


âo.  Dans  (i8),  faisons  varicri  de  i  ù  m,  et  addition- 
nons. D'après  (iô),  la  somme  des  premiers  membres 
est 

(;.-<- m -.)Ia,|;r'. 

Si  I  on  <:liange  ^  en  ^  -f-  i ,  on  trouve  donc 

(19)     y["v|m  =  'l[av]«7'  +«l[°v]Sr*-l-*l[«vlm~'-t- 

C'est  là  une  identité  remarquable,  que  l'on  peut  rap- 
procher de  eelle-ci  : 

(ao)       («v]S.  =  c.[av]Sr'-c.[«vl5:'  +  c,[a,]Sr'-.... 

point  Je  départ  de  l'étude  de  M.  d'Ocagne  Sur  les  séries 
récurrentes.  Pour  en  montrer  une  application,  obser- 
vons que,  en  vertu  d'une  célèbre  formule  d'Euler, 


[î1£- 


^l  — î,i(i-î*)...ii 
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La  rt^laliciii  (ty)  lie^ii-ii 


'--y  '-'/' 


26.  Les  formules  que  iiuiis  avons  iloiiiiécs,  ailleurs, 
pour  la  rê.solittiiin  des  n-curreiices,  permettent  de  dé- 
duire des  égalités  (19)  et  (ao)  les  relations  isobariqucs 

--!('- 'S!i-i^.;)- 

qui  inlerverl i.isKtU,  poUf  ainsi  dire,  les  ibnnules  (la).  F-n 
particulier,  pour  ni  iiilini  «l  n^=q"',  toutes  ces  relations 
acquièrent  de  l'inléi-ét.  Par  exemple,  si,  ]>oui'  abiéger. 
on  pose 


on  obtient 


i-.7;u-7')--ir    -  •/" 


\  .  —    AloORITHMKS    HOMOCkHES    COMPOSÉS. 

27,  Nous  v<-nons  de  rencontrer  des  algoi-itlinn-s  com- 
posés, isobariques,  mats  non  ]ioiuogènes.  Il  en  est 
d'autres  qui  sont  liomof^èiie.f.  sans  i^lre  isobarii/ues,  et 
nous  allons  les  voir  paraître  dans  une  importante  ques- 
tion, à  savoir  le  ihU'eloppKincul ,  iiiivaitt   Irs  /missnncfs 
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de  X,  de  l'algorithme  élémentaire  de  jr  +  tr-  On  pniit 
toujours  poser  symboliquement 

en  eoteudant  que  le  second  membre  représente 

Ai?.»  a:" -H  C„,i'a;,',1„i"-'+  C„,,Ai,'.l„3""-»-i-. . .+  A^lf,),. 
Il  s'agit  de  calculer  les  coeflicients   A.  Par  une  mé- 
thode analogue  ù  celle  qui  a  é\é  employée  pour  le  déve- 
loppement   de   l'algoritlinie    ixoborii/ue   composé,     on 
trouve 

Le  coefïicient  A"J„  est  donc  un  al^ni'itlime  homogène, 
du  degré  i. 

28.  La  formule  (31)  se  généralise  aisément.  Nous 
laissiTons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  relation 

Signalons,  comme  ea.i  particuliers,  la  formule 

.- n,.— 1  [c.,/ Y  "'*""'-"*'■— 1  ■ 

et  d'intéressants  développements,  que  l'on  oblient  eu 
employant  la  relation  {32)  pour  transformer  les  seconds 
membres  des  formules  (8)  et  (9). 

29.  Du  rçste,  on  est  conduit,  par  une  voie  aisée,  aux 
relations  qui  précèdent,  lorsqu'on  cbcrche  à  établir  cer- 
taines propriétés  fondamentales  de  l'algorithme  élémen- 

Mnn.  de  Wathrm..  !)«  lérit.  t.  IV.  (Féiricr  i8B5,)  ,      G 
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taire.  Désignons  par  v      l'ensemble  des  termes  de  C 

p  '     .        .    .  •'' 

qui  ne  renferment  pas  l'élément  Ei-  Puis,  distinguons, 

dans  1^,  les  termes  qui   contiennent  e,  à   la  première 
puissance,  au  carré,  au  cube,  etc.  On  a  visiblement 

„3,        §_S'%C.,,.,S'%C,..,.fS'"+.,.. 
On  en  déduit 

ou  bien,  en  vertu  de  { a3  ), 

En  conséquence,  si  l'on  ajouLc  x  n  rliaquc  élément  g. 


"S<'*-)-S<'*-'-S<— ''-■■ 

p-L  p-l  p-3 

plus  généralement,  on  trouve,  par  dérivations  succes- 
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11  suffit  de  faire    x^o  j>our  obtenir  l'expression 

30.  Les  deruiers  développeniL'nts  se  prêtent  à  d'autres 
considérations.  Remarquons,  en  eflet,  que  si  l'on  pose, 
pour  un  moment, 


S  =■■■ 


on  a,  en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'égalité 
sy  mboliifue 


Les  règles  du  c/i/cu/^mÂo/ifu«  permettent  d'invertir 
cette  relation,  en  écrivant 

(25)  <,',i'=|»-s,-j"., 

c'est-à-dire 

S"'=S-c-..^-c....î|-c.....|..... 

31.  On  peut  donner  une  interprétation  facile  de  la 
formule  (a5),   dans  le  cas  de  ë,-^i.    On   voit   alors 


n't^xt  autre  que  la  partie  de  V  indè/tentlanfe  da  £,-. 

32,  Les  égalités  (24)  et  (23)  nous  intéressent  surtout 
parce  qu'elles  permettent  d'établir  des  relations  entre 
les   algorithmes  de  fonctions  di^érentes.  Dans  ce  but, 
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supposons  i=  I,  el  observons  que,  si  l'on  vcui  négli- 
ger, dans  Vi   les  termes  conlenaut  s,,  on  doit  résoudre 

p 
en    nombres   entiers,  supérieurs  à  l'unité,    l'équation 
^r  =  Pf  ce  qui  revient  à  poser  r^i^-\-  1,  et  à  résoudre 
en  nombres  entiers  l'équation  2  /■'=  p  —  m.  On  a  donc 

Conséguemment,  en  nous  reportant  à  ce  qui  a  été  dît 
plus  liaut,  si  l'on  considère  la  série 

S<-)-  Sc'i.  S'-i.  S<-| 

on  a 

pourvu  que  e,^i.  Par  exemple,  dans  notre  article 
Propriétés  d'une  fonction  arithmétique,  nous  avons 
étudié  certain  algorithme  u„^p  qui  ne  dillëre  pas  de  l'al- 
gorithme V  relatif  à /a  yb/icfion  — —  D'après  ce  qui 
vient  d'être  dît,  et  en  nous  rappelant  l'expression  de 
V(-)i  donnée  au  commencement  de  ces  Notes,  nous 

pouvons  affirmer  que  Um,p  est  la  m'*"'  différence  du 
premier  terme  de  la  série 


'     a.3...</.+0       3.4...(f +  a)       4.5..  .(p -t-'i) 

33.  En  outre,  pour  1  =  1,  les  égalités  (a4)  ^t  (^S) 
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devit;uiii.-iit 

S(-.)-'fc-.'(-.)-'S(")- 

p  i=i  p+i 

Dans  le  cas  particulier,  considéré  en  dernier  lîeu, 
iiuus  aurons  donc 

34.  Nous  avons  là  des  relations  entre  les  algorithmes 
des  fonctions  g^  et  e^^i;  mais  on  peut  en  établir  entre 
les  algorithmes  dedcax  fonctions  quelconques.  Voici,  par 
exemple,  comment  les  algorithmes  de  -p  s'expriment 
au  moyen  des  algorithmes  de  -  > . 

j A'"<o'"+P) 

m  (3^  +  i)(a^-f  3)...(tp-i-m) 


Les  mêmes  algorithmes  sont  donnas  en  fonction  des 
algorithmes  de  — ; —  par  la  formule 

«       (m+p-i)! 

=  G^m.l  "t./.— C;,+m+l,t  «»,/.  H- Cp^.ffl+,,1  Ht,p  — . .  .. 

Les  formules  (24)  et(2S),  bîenque  fort  particulières, 
nous  serviront  à  développer,  suivant  les  puissances  de  x, 
la  fonction  algorithmique  Vp^m(x),  car,   par  l'emploi 
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des  mùines  formules,  la  fouction  U  se  ramène  aisément 
à  la  fonction  W,  dont  nous  avons  donné  le  développe- 
ment dans  un  de  nos  arlieles  sur  le  Calcul  isottariijue. 

3o.  Nous  ne  devons  pas  terminer  ces  Notes  sans  si- 
gnaler une  importante  généralisation  de  l'idée  mt^me 
de  l'algoritlime  élémentaire.  Oii  y  est  conduit  inévitable- 
ment quand  on  cherche  à  mettre  le  second  membre  de 
l'égalité  (  a3  )  sous  forme  d'algorithme  d'algorithme.  Ou 
reconnaît  que  cela  est  possible  seulement  pov  ^r^  ^rj 
mais,  en  général,  on  doit  d'abord  imaginer,  dans  l'idée 
d'algorithme,  l'extension  suivante  :  les  différents  élé- 
ments appartiennent  à  différents  systèmes  do  nombres, 
de  telle  sorte  que  les  éléments  du  même  système  occu- 
pent toujours,  dans  chaque  terme,  le  même  rang.  Si 
l'on  convient  de  distinguer  par  un  indice  supérieur  les 
éléments  de  chaque  système,  on  a 


S[-n-.ï'.  Si'?'!-" 


SKn  =  .. 


C'est  seulement  en  vertu  de  cette  extension  qu'il  est 
possible  de  donner  une  forme  algorithmique  au  second 
membre  de  (23),  et,  plus  généralement,  de  résoudre  le 
problème  de  la  représentation  de  l'algorithme  élémen- 
taire d 'une  somme  de/onctions,  en  nombre  quelconque, 
moyennant  les  algorithmes  des  mêmes  fonctions.  Nous 
nous  en  occuperons  bientôt. 
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TV^RÊIBS  DB  GÉOMÉTRIE  ET  BK  CINÉHATIOIIS; 

Par  m.  E.  DEWULF, 
Colooel  da  Génie. 

On  peut  définir  le  déplacement  d'un  plan  P  sur  lui- 
même  en  donnant  le  centre  instantané  de  rotation  O 
et  le  cc^le  des  centres  (C).  Nous  supposons  le  plan  (P) 
horizontal . 

I.  Soit  (G)  une  courbe  quelconque,  algébrique  ou 
non,  liée  au  plan  mobile-,  le  Iteu  géoméliïque  (T)  des 
centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de  (G) 
est  la  projection  sur  le  plan  (P)  de  l'intersection  de  deux 
cônes  :  i"  le  cône  qui  a  pour  base  la  circonférence  des 
centres  (C)  et  pour  sommet  un  point  quelconque  S  de 
la  verticale  du  point  O;  2°  un  cône  ayant  pour  sommet 
le  centre  instantané  O  et  pour  base  la  projection  (G')  de 
la  courbe  (G)  sur  un  plan  horizontal  passant  par  le 
point  S. 

Toutes  les  propriétés  des  courbes  (F)  découlent  de 
ce  théorème. 

II.  Si  la  courbe  (G  )  est  un  cercle  (Gj  )  passant  par  le 
centre  instantané  O,  la  courbe  {Fj)  est  une  strophoïde 
qui  a  son  point  double  au  point  O.  Les  deux  cercles  oscu- 
lateurs  de  la  strophoïde  en  O  sont  le  cercledes  centres  { C  ) 
et  la  circonférence  mobile  (Gj). 

Si  l'on  trace  une  transversale  par  le  point  O  et  si 
l'on  désigne  par  M,  m,  et  mj  ses  points  d'intersection 
avec  la  strophoïde  et  les  deux  cercles  osculateurs  en  O, 
on  a  toujours 

ÔM  ""  ÏTm,~^  Om,' 
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Si  le  cercle  mobile  (Gi)  devîeut  le  cercfe  des  centres, 

et  si  le  cercle  (C)  devient  liiobilc,  le  lieu  géométrique 

des  centres  de  courbure  destrajcctoircs  des  pointsde(C) 

est  la  oiâtne  stropholde  (Fj]. 

III.  Si  la  courbe  mobile  (G)  se  réduit  r  une  droite  g-, 
le.  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires des  points  de  g  est  une  conique  (  Pi  )  osculée  en  O 
par  le  cercle  des  centres. 

La  droite  g  est  aussi  la  corde  idéale  commua  h  (Fi  ) 
et  au  cercle  iaQuimeut  petit  O,  ou  bien,  la  polaire  du 
point  commun  aux  bypoténuses  des  triangles  rectangles 
inscrits  à  (Ft)  et  ayant  le  sommet  de  l'angle  droit  en  O. 


SLR  LES  COMPLEXES  DE  DROITKS  H  PREMIER  DEGRÉ 
ET  SUR  LEIRS  COXGRIENCES; 

Par  m.  Ernest  JAGGl, 
Éludiant  1  la  Faculté  des  Scieaces  de  Besançon. 

i.  La  détînitîou  donnée  par  Pliicker  des  complexes 
du  premier  degré  est  la  suivante  : 

»  L'ensemble  des  droites  dont  les  six  coordonnées  lio- 
mogènos  satisfont  à  une  équation  bomogène  et  du  pre- 
mier degré  constitue  un  eomplexe  de  droites  du  premier 
degré.    » 

Je  me  propose  de  transformer  cette  délînition  ana- 
lytique eu  une  définition  géométrique  et  de  tirer  de 
cette  dernière  des  conséquences  géométriques, 

A  l'aide  de  la  définition  aualytiquc  précédente,  ou 
démontre  successivement  les  propriétés  suivantes  : 

THKOHiME  I.  —  Il  y  a  une  infinité  de  droites  du 
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complexe  t/ui  passent  par  tout  point  de  l'espace,  et  ces 
droites  sont  dans  un  même 'plan  ap/telè  plan  focal  du 
point  donné. 

Théorème  II.  —  Dans  tout  plan  de  l'espace,  il  y 
a  une  infinité  de  droites  du  complexe,  et  ces  droites 
passent  toutes  par  un  même  point  du  plan  qu'on  ap- 
pelle le  foyer  du  plan  donné. 

ToÉORÊuB  III,  —  Le  lieu  du  foyer  d'un  plan  mobile 
passant  par  une  droite  D  est  une  seconde  droite  A  j 
lorsque  D  ne  fait  pas  partie  du  complexe,  \  n'est  pas 
dans  un  même  plan  avec  D;  lorsque  D  fait  partie  du 
complexe,  i  coïncide  avec  D. 

Réciproquement,  tout  plau  passant  par  la  droite  A 
pi-écédeDftDiGiit  délinîe  a  son  fojer  sur  D  ;  en  sorte  que 
les  deux  droites  D  et  A,  jouissant  de  propriétés  réci- 
proques, peuventëtre  appelées  droites  conjuguées. 

Théorème  IV,  —  Toute  droite  qui  fait  partie  du 
complexe  et  s'appuie  sur  une  droite  I)  s'appuie  aussi 
sur  la  droite  A  conjuguée  de  D,  et  toute  droite  qui 
s'appuie  à  la  fois  sur  deux  droites  conjuguées  J)  et  \ 
fait  partie  du  complexe. 

Les  théorèmes  qui  précédent  permettent  de  construire 
géométriquement  le  foyer  d'un  plan  donne  et  le  plan 
focal  d'un  point  donué  connaissant  deux  couples  de 
droites  conjuguées  (D,  A)  et  (ly.  A').  Je  rappelle  ces 
constructions,  qui  résultent  du  tliéoi-ème  suivant  : 

Théorème  V,  —  Les  pieds  de  deux  droites  conju- 
guées sur  un  plau  sont  en  ligne  droite  avec  le  foyer 
du  plan. 

i"  Le  foyer  d'unplansera  déterminé  comme  point 
commun  aux  deux  droites  joignant  les  pieds  de  U  et 
de  A,  de  lY  et  de  A'  sur  le  plan  donné  ; 
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2"  Le  plan  focal  d'un  fioi'nt  sera  déterminé  par  le 
point  donné  et  par  la  droite  joignant  les  foyers  de 
deux  plans  quelconques  passant  par  le  point. 

Ces  constructious  montrent  qu'un  complexe  linéaire 
est  complètement  déterminé  quand  un  connait  deux 
couples  de  droites  conjuguées.  Or,  on  démontre  encore 
le  théorème  suivant  : 

Théobêmc  VI.  —  Deux  couples  de  droites  conju- 
guées (D,  d)  ef  (ly,  A')  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  mode  de  génération  d'un  hjperboloïde  dont  le 
second  mode  est  formé  par  des  droites  du  complexe  ; 
et  l'on  en  déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  ; 


Théoiième  VJI.  —  Cin/f  droites  du  complexe  déter- 
minent géométrit/uement  le  complexe,  car  elles  déter- 
minent deux  couples  de  droites  conjuguées  et,  par 
suite,  permettent  de  construire  géométriquement  le 
complexe.  (Ceci  était  intuitif,  car  l'équation  du  com- 
plexe dépend  de  cinq  constantes,  et  ces  cinq  constantes 
sont  déterminées  par  les  cinq  relations  qui  expriment 
que  les  ciuq  droites  données  t'ont  partie  du  complexe). 

2.  Considérons  maintenant  un  système  de  droites 
défini  ainsi  qu'il  suit  et  que  je  désignerai,  pour  abréger, 
par  la  lettre  S. 

(A)  Par  tout  point  de  l'espace  passent  une  infinité 
de  droites  du  système  et  toutes  ces  droites  sont  dans  un 
même  plan,  que  nous  appellerons ^/( m  focal  du  point; 
dans  tout  plan  de  re»pace  existent  une  infinité  de 
droites  du  système,  et  toutes  ces  droites  passent  par  un 
môme  point  que  nous  appellerons  foyer  du  plan. 

Je  dis  que  le  système  de  ces  droites  n'est  autre  qu'un 
complexe  linéaire.  En  effet,  de  la  déliiiilion  géomé- 
trique précédente,  on  déduit  que  les  théorèmes  précé- 
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dents   sur  les  droites  d'un  complexe  sont. vrais  aussi 
pour   les  droites  du  système  S,  car  tous  se  tirent  des 
théorèmes  I  et  11. 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Cinq  droites  du  système  S  déterminent  ce  système 
d'une  seule  manière,  de  même  iju'elles  déterminent  un 
complexe  et  un  seul. 

Les  plans  focaux  d'un  point  par  rapport  au  système  S 
et  au  complexe  déterminés  par  cinq  droites  données 
coïncident  et  les  foyers  d'un  plan  par  rapport  au  sys- 
tème S  et  au  complexe  coïncident. 

Donc ,  le  système  S  et  le  complexe  linéaire  définis  par 
cinq  droites  coïncident  ;  en  d'autres  termes,  tout  système 
de  droites  qui  répond  à  la  délinition  géométrique  (A) 
précédemment  donnée  est  un  complexe  linéaire. 

Jlpplicatioas.  —  3.  Considérons  un  corps  solide 
mobile  dans  l'espace  et  dont  le  déplacement  soit  assu- 
jetti à  cinq  conditions  ;  on  sait  que  les  divers  points  de 
ce  solide  décrivent  des  courbes  trajectoires.  On  sait  aussi, 
d'après  les  Mémoires  de  Cliasles,  de  M.  Oiarics  Brisse 
et  de  !\I.  Mannlieim,  qu'à  chaque  instant  les  normales 
aux  trajectoires  des  points  d'un  plan  qui  sont  dans  ce 
plan  passent  par  un  point  fixe  du  plan;  d'ailleurs  les 
normales  à  la  trajectoire  d'un  point,  en  un  point  de 
cette  trajectoire,  sont  dans  le  plan  normal  à  la  trajec- 
toire en  ce  point.  Donc,  d'après  ce  qui  précède  : 

Théobèkb  l.  —  Les  normales  aux  trajectoires  d'un 
solide  déforme  invariable  dont  le  déplacement  est  as- 
sujetti à  cinq  conditions  forment  à  chaque  instant  un 
complexe  linéaire. 

On  déduit  facilement  de  là  toutes  les  propriétés  géo- 
métriques du  déplacement  infiniment  petit  du  solide. 
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i.  Coiisiilùi-oiis  un  solide  mobile  dans  l'espace  dont 
le  déplacement  soit  assujetti  à  quatre  ronditioiis  ;  on  sait 
(]ue,  dans  ce  cas,  les  divers  points  du  solide  décrivent  en 
général  des  surfaces  trajectoires.  Or,  ajoutons  une  cin- 
quième condition  arbitraire  aux  (]uatre  conditions  don- 
nées pour  le  déplacement  :  les  points  du  solide  décriront 
des  courbes  trajectoires  sur  les  surfaces  précédentes,  et 
h  cliaque  instant  les  normales  relatives  à  ce  déplacomeut 
formeront  un  complexe  linéaire;  parmi  ces  normales, 
seront  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  entons  les 
points  du  solide.  Cbangeons  la  cinquième  condition  que 
nous  avions  ajoutée  :  les  courbes  trajectoires  changent 
sur  lessurfaces  trajectoires,  et  les  normales  relatives  au 
déplacement  correspondant  forment  un  nouveau  com- 
plexe linéaire. 

Ainsi,  à  un  instant  donné,  les  normales  aux  surfaces 
trajectoires  en  tous  les  points  du  solide  appartiennent  à 
deux  complexes  linéaires  ;  par  conséquent  : 

Théorème  i\.  ~  ^  chaque  instant,  les  normales  en 
tous  les  points  d 'un  solide  assujetti  à  quatre  conditions, 
à  leurs  surfaces  trajectoires,  forment  une  congruence 
de  complexes  linéaires. 

On  peut  déduire  iinmédiatement  de  là  toutes  les  pro- 
priétés géométriques  du  déplacement  Infiniment  petit  : 
par  exemple,  ce  tbéorème  fondamental  démontré  par 
M.  Mannliciin  : 

Les  normales  aux  surfaces  trajectoires  des  points 
d'une  figure  de  forme  invariable  dont  le  déplacement 
est  assujetti  à  quatre  conditions  rencontrent  toutes 
deux  mêmes  droites  [directrices  de  la  congruence). 

Les  surfaces  focales  de  la  congruence  trouvent  facile- 
ment aussi  leur  appllratlon,  maïs  je  ne  veux  faire    iii 
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qu'indiquer  les  moyens  d'appliquer  les  complexes  et  les 
congruences  linéaires. 

5-  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  I  et  II  sur  les 
normales  relatives  aux  déplacements  d'un  solide  assu- 
jetti à  cinq  ou  h  quatre  conditions  sont  faciles  à  de'mon- 
trer. 

Je  dis  d'abord  que  tout  complexe  linéaire  peut  être 
considéré  comme  formé  par  les  normales  aux  courbes 
trajectoires  d'un  solide  de  forme  invariable  dont  le  dé- 
placement est  assujetti  à  cinq  conditions.  En  eiTet,  pre- 
nons cinq  droites  du  complexe  et  cinq  arcs  élémentaires 
de  courbe  uormaux  respectivement  à  chacune  de  ces 
droites  en  des  points  quelconques,  ces  arcs  étant,  en 
outre,  normaux  aux  plans  focaux  des  points  choisis.  Ces 
cinq  trajectoires  définissent  le  déplacement  infiniment 
petit  du  solide;  le  complexe  des  normales  relatif  à  ce 
déplacement  coïncide  avec  le  complexe  donné,  car  cinq  - 
droites  déterminent  d'une  seule  manière  un  complexe 
linéaire. 

Je  dis  maintenant  que  toute  congruence  décomplexes 
linéaires  peut  être  considérée  comme  composée  des  nor- 
males à  un  instant  donné  aux  surfaces  trajectoires  des 
points  d'un  solide  soumis  à  quatre  conditions.  En  effet, 
chaquecomplexelinéaireauquelappartiennentlesdroitca 
de  la  congruence  peut  être  considéré  comme  composé  des 
normales  aux  courbes  trajectoires  décrites  par  le  solide 
dont  le  déplacement  inQniment  petit  serait  soumis  aux 
quatre  conditions  précédentes  et  à  une  cinquième  con- 
dition arbitraire. 

6.  Comme  dernière  application,  je  me  propose  d'ex- 
pliquer géométriquement  l'analogie  constatée  par  M.  Ap- 
pell,  qui  existe  entre  le  système  des  pôles  et  plans  po- 
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laîres  dans  «ne  cubique  gauche  et  le  système  des  foyers 
et  plans  focaux  dans  le  déplacement  infiniment  petit 
hélicoïdal  (c'est-à-dire  assujetti  a  cinq  conditions).  Nous 
savons  que  les  uormalcs  aux  trajectoires  des  divers 
points  d'un  solide  assujetti  à  un  déplacement  hélicoïdal 
forment  un  complexe  linéaire. 

Or  les  droites,  appelées  droites  conjuguées  d'elles- 
mêmes  par  M.  Appell,  dans  sa  thèse,  sont  telles  que 
toutes  celles,  qui  passent  par  un  point  de  l'espace,  sont 
dans  le  plan  polaire  du  point,  et  toutes  celles,  qui  sont 
dans  un  plan,  passent  par  le  pôle  du  plan  (voir  la  thèse 
de  M.  Appell,  I"  Partie).  Elles  forment  donc  un  com- 
plexe linéaire  (déQnitioii  géométrique  du  Complexe  li- 
néaire) :  de  là  l'analogie  indiquée. 

Dans  la  seconde  Partie  de  sa  thèse,  M.  Appell  dé- 
montre par  l'analyse  qu'il  existe  toujours  un  déplace- 
ment hélicoïdal  et  un  seul  dont  le  système  des  foyers  et 
plans  focaux  est  identique  au  système  des  pôles  et  plans 
polaires  dans  une  cubique  donnée  ;  ceci  est  évident  géo- 
métriquement d'après  ce  qui  précède,  car  cinq  droites 
conjuguées  d'elles-mêmes  par  rapport  à  la  cubique  dé- 
terminent un  complexe  linéaire  d'une  seule  manière,  et 
tout' complexe  linéaire  répond  à  un  déplacement  héli- 
coïdal infiniment  petit  et  à  un  seul. 

La  réciproque,  démontrée  analytiquement  par  M.  Ap- 
pell, se  démontre  géométriquement  de  la  manière  sui- 
vante : 

Les  normales  relatives  à  un  déplacement  hélicoïdal 
infiniment  petit  forment  un  complexe  linéaire.  Or  cinq 
droites  arbitraires,  que  nous  pouvons  d'ailleurs  prendre 
parmi  les  droites  du  complexe  précédent,  peuvent  tou- 
jours être  considérées  comme  cinq  droites  conjuguées 
d'elles-mêmes  par  rapporta  une  certaine  cubique  (voir 
la  thèse  de  M,  Appell,  I"  Partie),  ci  alors  le  système  des 
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polos  rt  plans  polaires  tic  cette  cubique  coïncide  avec 
le  système  des  foyers  et  plans  focaux  du  déplacement 
hélicoïda],  puisqu'un  complexe  linéaire  est  déterminé  ' 
d'une  seule  manière  par  cinq  droites.  Si  Ton  déplace  la 
cubique  trouvée  parallèlement  à  son  axe  et  qu'on  la  fasse 
tourner  autour  de  cet  axe  d'une  façon  quelconque,  le 
système  de  ses  paies  et  plans  polaires  ne  change  pas; 
par  conséquent, 

//  existe  une  infinité  de  cubiques  gauches,  égales  et 
ajant  même  axe,  dont  lesjstème  des  pôles  et  planspo- 
taires  est  identique  au  système  des  foyers  et  plans  fo- 
caux d'un  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit 
donné. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autres  cubiques  que  les  pré- 
cédentes répondant  à  la  question,  car  deux  cubiques, 
qui  ne  sont  pas  égales  ou  qui  n'ont  pas  même  axe,  n'ont 
pas  le  même  système  de  pètes  et  plans  polajres. 


QUELQUES  RÉFLE\IOKS  SIR  L'ÉTIiDE  GÉOMÉTRIQUE  DES 
COURBES  GÉOMÉTRIQUES  ET  TUÉORÉMES  POUVAKT  Y  ÊTRE 
UTILES; 

Pab  m.  j.-e.  ESTIENNE. 


On  connait  sur  les  courbes  géométriques  plusieurs 
théorèmes  généraux.  Un  des  plus  remarquables,  dû  à 
Eulcr,  est  le  suivant  : 

Théorème  I.  —  Toute  courbe  d'ordre  n,  qui  passe 


par  — ^ I  points  fixes,  passe  par 

autres  points  fixes. 
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Ce  tlitorèmc  énonrn  une  propriélé  intime  et  caracii!- 
risliquc  des  courl)cs  géométr!<jucs,  qui  peut  servir  au 
géomètre  de  poini  de  départ  dans  l'étude  de  ces  courbes. 

Les  courbes  géométriques  sont  définies  analytique- 
mcitt  par  ce  fait  que  leur  équation  cartésienne  est  algé- 
brique. Cette  définition  suflit  à  l'aualyste,  mais  non  au 
géomètre,  qui,  n'usant  pas  de  coordonnées,  a  besoin, 
pour  étudier  uue  courbe,  d'en  avoir  une  définition  pu- 
rement géométrique. 

On  n'entend  pas  par  là  critiquer  l'admirable  classifi- 
cation des  courbes,  en  ordres,  introduite  par  Descartes; 
on  veut  dire  simplement  que,  pour  les  étudier,  il  faut 
que  le  géomètre  parte  de  leur  définition  algébrique,  en 
la  traduisant  dans  son  langage  par  un  ibéorème  géomé- 
trique. 

De  l'équation  d'une  courbe  d'oi-dre  n,  on  déduit,  par 
exemple,  qu'une  droite  quelconque  coupe  cette  courbe 
en  n  points.  Voilà  une  propriélé  que  le  géomètre  pour- 
rait songer  à  prendre  comme  délinition  de  la  courbe 
d'ordre  n.  La  tentative,  faite  je  croîs  plusieurs  fois,  n'a 
pas  réussi. 

Cetie  simple  propriété  ne  suffit  pas  à  la  Géométrie; 
elle  abesoin,  pour  pouvoirprogrcsscr  avec  ses  seules  res- 
sources, des  renseignements  plus  complets  de  l'Analyse. 

On  lui  empruntera  les  suivants  : 

i"  Une  courbe  d'ordre  n  e.it  définie  par  —_ 

de  ses  points  ; 

a"  Deux  courbes  d'ordre  n  et  p  se  coupent  en  np 
points  ; 

3"  Le  tliéoréme  I,  énoncé  plus  haut. 

Ces  notions  suffisent  à  établir  le  théorème  de  Pascal, 
et,  par  suite,  à  faire  l'étude  des  coniques. 

Un  très  bon  énoncé  du  théorème  de  Pascal  est  en 
effet  celui-ci  ; 
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Si  six  points  sont  sur  une  conie/ue,  deux  cubiques 
quelconques,  passant  par  ces  six  points,  se  coupent  en 
trois  autres  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  est  facile  à  déduire  du  théorènie  I,  ap- 
pliqué aux  cubiques  (n  ^  3). 

Od  a  le  théorème  de  Pascal  sous  sa  forate  ordinaire 
en  considérant  les  côtés  non  consécutifs  d'un  hexagone 
inscrit  à  une  conique,  comme  constituant  une  cubique. 

Cette  relation  géométrique  entre  six  points  d'une 
conique  remplace  parfaîlcinciit,  pour  le  géomètre, 
l'éijuation  de  cette  courbe.  11  peut,  à  la  rigueur,  faire 
une  étude  complète  des  coniques  par  les  procédés  qui 
lui  sont  propres,  sans  avoir  recours  à  l'équation  du  se- 
cond ordre.  U  est  débarrassé  de  la  tutelle  de  l'Algèbre. 

Pour  étudier  une  courbe  géométrique  d'ordre  n  que 
; '-  points  déiîuissent,  il  faudrait  une  relation  ana- 
logue entre  ; h  i  points  quelconques  de  celle 

courbe.  Il  faudrait  savoir,  dans  le  cas  dt^s  cubiques,  par 
exemple,  cuminent  sont  liés  dix  quelconques  de  leurs 
points. 

Ici,  le  théorème  I,  d'où  l'on  a  déduit  le  théorème  de 
Pascal,  est  impuissant.  Il  donne  bien  une  relation  entre 
treize  points  d'une  cubique,  à  savoir  que  deux  quar- 
liques  passant  par  ces  treize  points  £e  coupent  en 
trois  autres  points,  qui  sont  en  ligne  droite;  mais  cela 
est  sans  grande  utilité  et  ne  répond  d'ailleurs  pas  à  la 
(juestion. 

Nous  aurons  recours  à  un  autre  théorème  général, 
que  nous  croyons  nouveau. 

On  est  conduit  à  souçonner  ce  théorème,  si  l'ou  re- 
man]ue  l'identité  suivante  : 
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que   nous  (^xp  ri  murons  ainsi   un    langage    oriiinaire   : 

Le  ttontbrc  des  points,  augmenté  de  un,  nécessaire 
à  la  détermination  d 'une  courbe  d  ^ord'-e  n  —  i ,  ajouté 
au  nombre  des  points  augmenté  de  un,  nécessaires  à 
ta  détermination  d'une  courbtt  d'ordre  n  —  2,  est  égal 
au  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes 

Ur  on  sait  que  les  n^  points  d'intersectioii  de  doux 
courbes  d'ordre  n  ne  sont  i>as  quelconques;  si  un  cer- 
tain nombre  d'entre  eux ; ^+1  sont  sur 

une  courbe  d'ordre  n  —  1,  ils  satisfont  à  une  relation 
diirérentc  de  celle  qui  lie  les  «^  points,  mais  qui  peut 
se  combiner  avec  elle,  de  telle  sorle  que  les  poiuts  res- 
tants satisfassent  à  une  nouvelle  relation;  comme  leur 
nombre  surpasse  de  un  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  la  détermination  d'une  courbe  d'ordre  n  —  2, 
il  vient  tonl  d'abord  à  l'esprit  qu'ils  sont  sur  une 
courbe  d'ordn;  n —  1;  c'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu, 
comme  un  le  verra  plus  loin. 

Qu'on  excuse  CCS  raisonnements  par  à  peu  près;  on 
les  a  écrits  parce  qu'ils  constituent  presque  une  mé- 
lliode  pour  l'étude  des  questions  analogues  n  celles  qui 
sont  traitées  dans  ce  modeste  travail  :  ils  pcrnicttenl  de 
voir  s'il  y  a  un  théorème,  et  en  quoi  il  peut  consister. 
Ce  n'est  d'ailleurs  pas  une  innovation  ;  il  y  a  longtemps 
que  Lagrangc  disait  que  les  découvertes  en  Matliéma- 
liques  se  ("ont  par  l'apprécia  lion  du  degré  de  détermina- 
tion de  la  quantité. 

Démonti'ons  maintenant  le  tliéorèmu  : 

TnÉORÉHE  II.  —  Si  des  n^  points  d'intersection  de 
deux  courbes  d'ordre  n, ^^^ — '■ — -  -H  1  sont  sur 
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une  courbe  d' ordre  n  —  i,  les  — 
sont  sur  une  courbe  d'ordre  n  —  a,  <?/  inversement. 

On  démontre  oe  tliéorùme  ei)  appliqnanl  le  théorème  1 
n  une  courbe  d'ordre  an  —  3. 

Distinguons,  dans  les  n'  points  d'intersection  des  deux 
coui-bes  d'ordi-e  n,  deux  groupes  d  et  £  ;  le  groupe  a  com- 
prenant !es^ — - — ^-^ h  I  points  qui  sont  sur  une 

courbe  d'ordre  n  —  i  et  le  groupe  £,  tous  lus  autres, 
qu'on  veut  prouver  être  sur  uuo  cou^-be  d'ordre  «  —  2. 

La  courbe  n  —  i  coupe  chacune  des  courbes  n  en 
«(n  —  i)  points  dont 

nouveaux. 

Par  CCS  — — — —  points,  faisons  passer  la  courbe  d'or- 
dre n  —  3  qu'ils  déterminent. 

Nous  avons,  dans  le  plan,  un  nombre  de  points 
n'-t-^^n  —  3)/i  ou  n(an — 3);  en  isolant  nn  point  du 
groupe  b,  il  i-este  «(an  —  3)  —  i  ou 

(,„_3)(„_3^3)_,^„,„,, 

et  toutes  les  courbes  d'ordre  a/i  —  3  qui  passent  par  ces 
points  passent,  d'après  le  lliéorémel,  par  («  —  a)  (are  —  5) 
autres  points  iîxcs. 

Or  l'une  des  courbes  d'oidre^/i  et  la  courbe  d'ordre 
n  —  3,  déterminée  par  les  points  nouveaux  situés  sur 
l'autre  courbe  d'ordre  n,  constituent  une  courbe  d'ordre 
3fi  —  3;  la  combinaison  des  deux  autres  courbes 
d'ordre  «  et  n  —  3  constitue  encore  une  courbe  d'ordre 
3n  —  3;  le  point  isolé  fait  partie del'iateisectîon  de  ces 
deux  sjrstcmes^  doiu,  toute  courbe  d'ordre  a/i  —  3,  pas- 
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.■a m  par  Ivs  n{.iu  —  ^) — i  [luiiiLs  Jii  plan,  aiiin-s  que 
ve  point  isolé,  pass»;  par  ce  poini  isoli-;  en  particulier, 
la  courbe  irofdri^  a« — 3,  coiisliluée  par  la  courbi' 
(l'oi'drt;  H  —  I  passant  par  Jes  points  du  groupe  a  et  par 
la  courbe  d'ordre  n  —  a  qu'où  pvut  faire  passer  par  les 
points  du  groupe  h  inoias  le  point  isolé,  ce  qui  exige  que 
la  courbe  i  passe  par  ce  point  ifiolé.  c.  q.  f,  d. 

On  peut  ajouter  que  la  courbe  b  passe  par  les  poinis 
nouveaux  d'intersection  des  courbes  n  —  3  avec  les 
i^ourbcs  H. 

Ce  tbéorètne  général,  appliqué  aux  cubiques,  donne, 
au  moyen  des  courbes  connues  du  second  oi-dre,  une 
relation  entre  dix  points  d'une  cubique  : 

TnÉonÈMK.  —  Si,  par  dix  points  d'une,  cuf'ique,  on 
fait  passer  deux  courbes  du  r/ualriH/ne  ordre  (deux 
groupes  de  deux  coniques,  en  particulier),  elles  se  cou- 
pent en  six  nouvenux  points  qui  sont  sur  une  conique  C. 

De  plus,  la  droite,  qui  joint  les  deux  autres  points  a,  ^ 
d'intersection  d'une  des  quariiques  avrc  la  cubique 
coupe  cette  quanique  en  deux  autres  points  p,  q,  qui 
sont  également  sur  la  conique  C. 

On  reviendra  plus  loin  sur  cet  important  théorème. 

Le  tliéorème  II  s'applique  encore,  si  l'une  des  courbes 
d'ordre  n  comprend  un  certain  nombre  de  droites;  le 
degré  de  la  courbe,  sur  laquelle  se  trouvent  les  points 
d'intersection  restants,  s'abaisse  d'autant.  On  a,  par 
exemple,  ce  théorème  : 

THëonÈME.  —  Si,  des  vingt  points  d'intersection  d'une 
courbe  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe  du  cin- 
quième ordre,  dit:  sont  sur  une  cubique,  les  dix  autres 
sont  aussi  sur  une  cubique. 

Ou  peut  déduire  de  là  des  propositions  plus  ou  moias 
intéressantes,  celle-ci  par  exemple  : 
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Théorème.  —  Si  les  côtés  d'un  {letiiagone  toiicheiil. 
une  cubique  aux  points  i,  a,  3,  4»  5,  ils  en  touchent 
une  eiittre  aux  points  i',  a',  3',  4')  ^'i  t>"  '^  sont  coupés 
par  la  conique  passant  par  les  points  i,  a,  3,  4i  5. 

On  le  démonlre  en  appliquant  le  tbûorcme  précédent 
à  la  courbe  du  cinquième  ordre  formée  par  les  côtés  du 
pentagone  et  à  la  quartique  formée  par  la  conique 
doublée. 

Pour  démontrer  le  théorème  général  II,  applicable  ii 
une  courbe  d'ordre  n,  on  a  eu  recours  à  une  propriété 
d'une  courbe  de  degré  plus  élevé,  2n  —  3,  qui  ne  figure 
ni  dans  l'énoncé,  ni  dans  les  constructions.  Cette  mé- 
thode se  prëte  bien  n  la  recherche  et  à  la  démonstration 
des  propriétés  des  courbes  d'ordre  supérieur  au  second, 
ou  des  systèmes  de  coniques. 

C'est  ainsi  qu'on  démontre  facilement  les  théorèmes 
suivants,  sortes  de  porismes,  que  l'Analyse  aurait  parfois 
de  la  peine  à  atteindre. 

Lemmb.  — Si,  parles  neuf' points  d'intersection  de 
deux  cubiques,  on  fait  passer  une  courbe  A  du  qua- 
trièrne  degré,  ses  trois  nouveaux  points  d' intersection 
a,  bf  c  avec  l'une  des  cubiques  B  sont  en  ligne  droite. 

Car  une  droite  D  quelconque  coupant  A  aux  points 
01,  p,  Y)  5  et  la  cubique  B  constituent  une  courbe  du  qua- 
trième ordre,  qui  coupe  la  courbe  A  en  a,  ^,  ^i  ^i  ''i  ^i 
c  et  en  les  neuf  points  donnés. 

Par  ces  neuf  points  et  le  point  a  par  exemple,  on  peut 
faire  passer  une  cubique;  les  .six  points  restants 
0,  Y,  5,  a,  i,  c)  sont  donc  sur  une  conique  {théorème  U); 
comme  ^,  y,  S  sont  sur  une  droite,  a,  b,  c  sont  aussi 
sur  une  droite. 

Remarque.  — Celemme  s'exprimerait  analyliquement 
en  disant  : 
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H  L'ëtjuation  générale  des  quartiijues  pasiiaiit  par  \c& 
points  d'iiitersectiun  de  deux  cubiques  It  et  B'  est 

BD  +  B'D'=  o. 
D  et  U'  étant  des  droites.  » 

TnÉonÈME.  —  Si,  far  sept  points  pris  sur  une  cubique 
fixe  A,  on  fait  passer  une  cubique  B,  elle  coupe  A  en 
fieux  nouveaux  points;  la  droite  D  qui  les  joint  coupe 
A  en  un  point  fixe. 

Soit  \y  ]a  droite  qui  joint  les  puints  nouveaux  d'înter- 
s(tc  lion  d'une  cubique  passant  parles  sept  poînis,  avec 
la  cubique  Â  ;  cette  droite  lï  et  la  cubique  B  constituent 
une  quarlîque,  et  l'on  voit,  en  appliquant  le  Icrame, 
que  l'intersection  de  D*  el  de  A  est  sur  R. 

Remarque.  —  Ce  théorème  donne  une  construction 
du  neuvième  point  commun  aux  cubiques  passant  par 
huit  points,  quand  trois  de  ci^s  liuit  points  sont  sur  une 
droite,  ou  six  sur  une  conique. 

Théorème  *n*logiib.  —  Si,  par  quatre  points  pris 
sur  une  cubique  fixe  A,  on  J'aie  passer  une  cubique  B, 
elle  coupe  A  en  cinq  nouveaux  points  ;  la  conique  qu'ils 
déterminent  coupe  A  en  un  point  jïxe. 

Ce  tliéorème  se  démontrerait  comme  le  précédent,  en 
invoquant  le  lemme  suivant,  facile  à  démontrer  au  moyen 
du  tliéorèuie  II. 

Lkmmb.  —  Une  courbe  du  cinquième  ordre  qui  passe 
par  l'intersection  de  deux  cubiques  coupe  l'une  d'elles 
en  six  nouveaux  points,  situés  sur  une  conique. 

On  démontrerait  de  même,  en  s'appuyaiil  sur  un 
lenime  analogue  aux  précédents,  le  théorème  suivant  : 

TuÉoitEHE.  —  Si,  par  onze  points  de  la  courbe Jixe 
du  quatrième  ordre  A,  on  fait  passer  une  courbe  va- 
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riahle  thi  i/ualriènu:  attire  lî,    elle  coupe  A  en  cini/ 
nouveaux  points,  la  comifue  t/ut  passe  par  ces  cinq 
points  passe  par  trois  points  fixes  de  A,  t/uand  B  varie. 

Tous  ces  théorèmes  prix-èdenl  évidemment  d'un  tliéo- 
l'éjiiu  général  j  mais  il  est  d*uu  étionué  trop  complexe 
pour  être  intéressant. 

Appliquons  la  inélliode  à  la  démoustratioii  d'une  pro- 
priété d'un  système  de  coniques  : 

Th6orèmb.  —  Si  trois  coniques  a,  b,  c  sont  circon- 
scrites à  un  triangle  ABC,  on  peut,  par  les  points  a, 
,3,  y,  011  elles  se  coupent  deux  à  deux,  faire  passer  les 
cotés  d'une  infinité  de  triangles,  dont  les  sommets  a, 
b,  c  sont  sur  chacune  des  coniques  (fig-  i  )• 

Considérons,  en  ciret,  les  Iiuit  points  A,  B,  C,  ce,  P, 
Y  et  a,  C;  ces  deux  dt^niiers  points  étant  à  l'iuleneclioii 
d'une  droite  quelconque  passant  par  ^  et  de  chacune  des 


4-oiii([uc5  a  et  c.  Toutes  les  cubiques  passant  par  ces  liuit 
points  passent  par  un  neuvième  ;  donc  les  trois  cubiques 
que  constituent  les  trois  groupes  de  droites  el  de  coni- 
<juefl  : 

La  coniquo  a  ut  la  droite  ca, 
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point  b,  ( 


passciil  par  un 
m  ont  ré. 

On  démontrera  ciicoru  par 
vième  point  le  lliéorème,  assc 


i  considération  ilu  n<>u- 
iiléressant,  qui  suit  : 


Théobi^mf,,  —  Si  l'on  peut  inscrire  à  une  cubique  un 
quadrilatère  ABCD  dont  les  côtés  passent  par  quatre 
points  OL,  fi,  y,  S  donnés  sur  cette  cubique,  on  en  peut 
inscrire  une  infinité  {Jig-  a)- 

Menons,  en  effet,  par  x  une  droite  (juelconijue,  cou- 
pant la  cubique  eu  A'  et  ly;  menons  les  droites  A'^  et 
D'o  qui  coupent  la  cubique,  respectivement  en  B'elC;  il 
faut  démontrer  que  les  poiutsB',  C,  v  sont  en  ligne  droite. 

Or  Je  point  O,  intersection  des  droues  ir;',  ^o,  est 
sur  la  cubique  donnée,  puisqu'il  est  le  neuvième  point 


commun  à  toutes  les  cubiques  passant  parles  liuit  points 

A.  B,  G,  I),  K,  a,  Y:  S.  Uoiie  les  neuf  points  A',  B',  C, 
M',  a,  3,  y,  2,  O  sont  à  l'intersection  de  deux  cubiques  : 
la  cubique  donnée  et  le  système  des  trois  droites  A'B', 
ay,  CD'.  Comme  six  de  ces  points  sont  sur  la  conique 
formée  par  les  deux  droites   ATV,  ^3,  les  trois  autres 

B,  y,  C  soni  en  ligne  droîle. 
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nEHiVRQCES    SVn    LES    TKÉORKMES    PRËCÉnENTS. 

Le  petit  nombre  de  théorèmes  qu'on  vient  de  détnoii- 
Irer  donne  une  idée  du  parti  qu'on  peut  tirer  du  théo- 
rème général  II  dans  l'étude  géoniétiiquu  des  couibes 
géométriques. 

Au  point  de-  vue  spécial  dn  la  théorie  des  cubiques,  ce 
lliéorèuie  général  donne  une  relaLioii,  analogue  à  celle 
de  Pascal  pour  les  coniques,  entre  dix  points  d'uue  cu- 
bique, à  savoir  que  :  Deux  groupes  de  deux  coniques 
passant  par  dix  points  d 'une  cubique  se  coupent  en  six 
nouveaux  points  qui  sont  sur  une  conique. 

Ce  théorème  permet  d'aborder  la  solution  graphique 
des  problèmes  suivants  et  de  leurs  analogues  : 

Trouver  l'intersection  d'uiw.  cubique  passant  par 
neuf  points  donnés  : 

I  "  jivec  une  droite  passant  par  un  ou  deux  de  ces 
neuf  points; 

2"  jévec  une  conique  passant  par  quatre  ou  cinq  de 
ces  neuf  points; 

3°  Avec  une  cubique  passant  par  sept  de  ces  points. 

Mener  la  tangente  en  un  point  d'une  cubique  définie 
par  ce  point  et  huit  autres. 

Trouver  te  neuvième  point  commun  à  toutes  les  cu- 
biques passant  par  huit  points  donnés. 

On  ne  veut  pas  dire  que  la  solution  de  ces  problèmes 
se  trouve  immédiatement,  ni  même  qu'elle  soit  facile; 
■nais,  comme  cette  solution  eM  ramenée  à  la  recherche 
lie  certaines  coniques,  on  est  affranclii  de  toute  cousi- 
dération  sur  les  cubiques,  el  l'on  n'a  à  opérer  que  sur 
des  courbes  du  second  ordre,  déjà  connues. 

C'estaiiisi,  par  exemple,  que  la  recherche  du  neuvième 
point  X  commun  à  toutes  les  cubiques  qui  passent  par 
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liuil  points  A,  li,  C,  D,  A',  II',  C,  F/  se  raniùiie  à  cfci 
{fis.  3)  : 

Trouver  un  point  X  tel  t/ae  les  deux  coniques  se  cou  - 
f)nnt  en  ce  point  et  passunt  l'une  pur  A,  B,  C,  D  et 
l'autre  par  A',  B',  C,  D'  .te  coupent  en  trois  autres  points 
a,  |3,  Y  t/ui  soient  surnneconie/ue  passant  pnr  les  quatre 
intersections  des  droites  Ali,  CD  ai'ef  les  droites  A'B', 
(/D";  on,  plus  (•énéralenienl ,  qui  soient  sur  une  conique 


passant  par  les  tfuatre  points  d'intersection  de  deux  co- 
niques quelconr/ues  dont  l'une  est  circonscrite  au  qua- 
drilatère ABCD  e(  l'autre  au  quadrilatt-re  A'WC\y. 
Il  suDit,  en  elTct,  <te  se  reporter  au  tliéurèinc  général- 
sur  les  (cubiques,  pour  voir  que  l'un  quelconque  de  ces 
quatre  points  d'inierscctiou,  le  point  X  et  tes  huit 
points  donnés  sont  dix  points  d'une  ini^uie  cubique. 
(.(  suivre.) 

TIIÉORÉUES  DE  GÉOHÉTRIE  SIR  LE  CEWRE  DES  MOYENNES 
DISTANCES; 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  fte  Mailicmaliques  spéciales  au  lycée  de  Rennes, 


Définition,  —  Biaiti  donné  un  sysicine  de  m  poîiils 
Al.  A3,  .  .  .,  A,„  ïllcclés  i-especti veulent  des  coefiicieiils 
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a,,  fia,  .  .  . ,  a„,  nous  apjtc: lierons  uoinposÎLion  du  cvs  m 
points  l'opciatiun  qui  consiste  à  clicrclier  leur  centi-c 
des  distances  propoiiioundles. 

Théorème  I,  —  Sott  im  système  de  m  points  af- 
fectés resfieclivement  du  coefficient  i .  On  les  combine 
p  à  p  de  toutes  les  manières  possibles  et  l'on  compose 
les  p  points  de  chaque  combinaison  ;  on  obtient  ainsi 
un  sjstème  [a)  de  C„^p  points.  A  toute  combinaison 
p  à  p  correspond  une  combinaison  m  —  p  à  m  —  p'ion 
compose  les  m  — p  points  de  chacune  de  ces  combinai' 
sons,  ce  (/ni  donne  un  nouvettu  système  (i)  de  C^,™-^ 
points.  Les  deux  .1}  stèmes  [a)  et  (b)  sont  homothétiques 
par  rapport  au  centre  des  moyennes  distances  des 
m  points  donnés,  et  te  rapport  d'homothétie  est  égal 


Soil  en  cUet  0|  le  cenlte  des  moyennes  distances 
d'une  combinaison  des  m  points  p  à  p,  et  soit  Oj  le 
centre  des  moyennes  distances  des  m  —  p  points  res- 
tants. Si  l'on  allecte  O,  du  eoeflicient  p,  Oi  du  eoeffi- 
cienl  m — p  et  que  l'on  compose  ces  deux  points,  on 
obtient  le  centre  des  moyennes  distances  des  m  points 
donnés.  C'est  le  point  G  de  la  droite  0,0^.  tel  que 
l'on  ait 

0,G  _  m  —  p 
GOi  p 

Les  points  O,  cl  Oa  sont  donc  deux  points  homolo- 
gues de  deux  systèmes  huinolliétiques  inverses  par  rap- 
port an  point  O,  et  le  rapport  d'iiomothétie  est  égal 

P 
Théokêmb  II.  —  iioientO,  et  Oj  deux  points  homo- 
loguis  oblemu  comme  dans  le  théorème  I.  On  joint  un 


U,:i,l,:e,.„G00glc 


(    'oo  ) 
point  fixe  O  aux  points  tels  i/ue  O,  et  l'on  iiù-.ne  par 
les  points  homologues  O,  Us  paiallèles  à  ces  droites. 
Toutes  ces  parallèles  concourent  au  même  point. 

La  pi-oposilioii  i-ésulte  ilu  kk  que  O,  et  Oi  sont  deux 
peints  lioinulogues  de  deux  syslèiiius  liomo  thé  tiques. 
Nous  allons  l'établir  directement,  de  sorte  que  la  propo- 
sition correspondante  des  systèmes  liomotliédt|UCS  un 
résulteia. 

Composons  en  ellètles  trois  points  0|,  Oi,  O  ad'ectés 
respetaivement  descoefGcientsp,  m  —  p  et  { — p).  En 


eoniposant  d'abord  O  avec  0|,  on  voit  que  le  eontt-e  des 
distances  proportionnelles  se  trouve  sur  la  parallèle 
à  OO,  menée  par  O^.  Composant  Ciisuite  O,  avec  Oi, 
on  obtient  le  centre  des  moyennes  distances  des  m  points 
donnés;  soît  G  ce  point.  Le  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  trois  points  0, 0| ,  Oi  sera  un'point  (j, 
de  OG,  tel  que  l'on  ait 

00,  ^  m-p 
G,  G  p      ' 

Doue  le  point  <>|  est  un  {>oiiit  fixe. 
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REMAROUE  CONCSRNANT  LA  LIMITE  u{t  +  ~)"\ 


PvB  M.  ESCARY. 


Si,  dans  le  terme  général 
du  développement  de  I  i  H \    .on  |K»se 


Ur  on  peut  toujours  disposer  de  (o,  et  par  suite  de  m, 
de  manière  it  avoir 

Sous  cette  condition,  on  aura 

■>(-^)(-^)-(-S) 

>i-;^(ii-n.-<----+'.-i) 

.>0-^)(-^)-(-s)>-# 
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cl  l'on  voii,  sous  celle  forme,  (jue  pour  (I«s  valeurs  in- 
définiment croissantes  de  (o  le  numérateur  du  terme 
général  que  nous  considérons  a  pour  limite  l'unité. 

Donc  le  nombre  e  est  la  limite  d' une  fonction  algé- 
brique de  deux  entiers  m  et  n  dont  le  rapport  du  pre- 
mier au  carre  du  second  croit  indéfinîimnt,  et  qui  sont 
ettx-mêntes  indéfiniment  croissants. 

La  même  conclusion  s'applique»  rcxpoiientielle 

X  pouvanl  6tre  réel  ou  imaginaire. 
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QUESTIONS. 

152^.  Soit  [y{-ï^)]j'  l'expression  de  l'aire  comprise 
entre  un  aie  de  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les  ordon- 
nées extrêmes.  A  l'arc  de  courbe  on  inscrit  une  ligne 
polygonale,  dont  tous  les  côtés  ont,  sur  l'axe  des  ab- 
scisses, des  projections  égales  à  e.  L'expression  de  Paire 
comprise  entre  celle  ligne,  l'axe  des  abscisses  et  les  or- 
données cxtrômes  est 


pourvu  que  l'on  remplace  les  puissances  de  B  par  les 
nombres  de  Bernoulli  correspondants.      (E.  Cbsaro.) 

1524.  1°  Les  pointa  où  les  arêtes  d'une  des  iaces  d'un 
tétraèdre  sont  rencontré<;s  par  les  plans  bissecteurs  exté- 
rieurs des  dièdres  opposés  sont  eu  ligne  droite;  a»  cette 
droite  est  dans  le  plan  déterminé  par  les  points  où  les 
trois  autres  arêtes  sont  rencontrées  par  les  plans  bissec- 
teurs intérieurs  des  dièdres  opposés. 

(K.  CESino.) 
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PAR   Vy  ANCIEN  KI.ÉVR  DE   HATIléHATIQURS  SPECIALES. 

En  1851,  Cliasles  proposa  au  Concours  général  la 
question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  cercles  O  et  o  tfui  ne  se  touchent 
pas,  mais  qui  peuvent  se  couper  ou  ne  pas  se  couper  in- 
différemment, de  chaque  point  M  de  l'un  O,  on  mène 
deux  droites  aux  centres  de  similitude  S  et  S'  des  deux 
cercles;  ces  droites  rencontrent  l'autre  cercle  en  quatre 
points  m,  n,  m',  n'. 

On  demande  de  prouver  que  deux  de  ces  points  sont 
sur  un  diamètre  du  cercle  o,  et  les  deux  autres  sur  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe,  quel  que  soit  le 
point  M  pris  sur  le  cercle  O. 

Malgré  lt;5  solutions  données,  cette  question  ayant  été 
jugée  trop  difBcile,  Chaslt^s  publia,  sans  nom  d'auteur, 
une  brochure  intitulée  :  Diverses  solutions  de  la  {fues- 
tion  de  Mathématiques  élémentaires  proposée  au  Con- 
cours général  en  i85i.  Les  solutions  renfermées  dans 
celle  brochure  sont   au  nombre  de  dix  ;  en  voici  une 


Relativement  aux  centres  de  similitude  S  et  S',  les 
points  m  et  n  sont  les  homologues  du  point  M  ;  par  con- 
séqueul,  les  rayons  Oin,  On  sont  parallèles  à  OM,  et, 
par  suite,  mn  est  un  diamètre  de  O.  Il  reste  à  démontrer 
que  les  points  m'  et  n',  antiliomologues  de  M,  appar- 
tiennent à  une  corde  qui  passe  par  un  point  (ixe,  quel 
que  soit  M  sur  O. 

Considérons  O  et  o  comme  de  petits  ccrclt'S  d'une 
.splicte.    S  cl  S'  sont  alors  les  sommets  des  den\  ciincs 

Jai..  dr  ««Ihtmnt.,  3-  9«rie,  t.  IV.  (Mhps  iRMi.)  8 
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qui  conticnucnl  ces  cercles.  Le  plan  SMS'  coupe  le  plan 
du  cercle  o  suivant  la  droite  m'n'.  Lorsque  M  varie  de 
position,  le  plan  SMS'  tourue  aiUour  de  la  droite  SS',  et 
sa  trace  sur  le  plan  de  o  tourne  alors  autour  de  la  trace 
de  SS'  sur  ce  planj  donc  m'n!  passe  par  un  point  fixe. 

Il  suffit  maintenant  de  projeter  coniquemcnt  toute  la 
figure  sur  un  plan  arbitraire,  les  projetantes  partant  de 
l'une  des  extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  (  '  ),  pour  obtenir 
racbévement  de  la  solution  de  la  questiou  proposée. 

Remarques.  —  La  corde  n^n'  est  l' antiparallèle  de 
mn  dans  l'angle  niM/i.  On  peut  alors  énoncer  ainsi  la 
question  précédente  : 

Dans  l'angle  mMn,  la  corde  du  cercle  o,  antipa- 
rallèle du  diamètre  mn  qui  est  parallèle  à  OM,  passe 
par  un  point  Jixe,  quelle  que  soit  la  direction  de  OM. 

Si  le  rayon  OM  est  nul,  ce  théorème  se  réduit  à 
celui-ci  : 

Dans  l'angle  mOn,  la  corde  du  cercle  o,  anlipa- 
rallèle  du  diamètre  mn,  passe  par  un  point  Jïxe,  quel 
que  soit  ce  diamètre. 

Comme  on  vient  de  le  voir  et  comme  on  l'a  souvent 
dit,  il  peut  cire  utile  de  recourir  à  une  figure  de  l'espace 
pour  arriver  à  une  solution  simple  d'une  question  de 
Géométrie  plane.  Voici  encore  un  exemple  à  l'appui  de 
cette  observation  : 

Construire  sur  un  plan  une  circonférence  tangente  à 
trois  circonférences  données. 


{')  Les  petits  (-crclrs  de  la   sph.'-rc  sr   piojrllcnl   su 
ronfcrerccB.  (\<>\r    Traité  de  Gcnmétrie  do    Roiidir' 
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Prenons  d'abord  trois  cîrconfércncus  O,  0(,0i  sur 
une  sphère.  Les  circonférences  O  et  O,  appartiennent  à 
deux  cônes;  appelons  j^^c  sommet  extérieur  à  la  sphère. 
De  même,  pour  Oi  et  O»,  on  a  î  cl,  pour  O  et  Oj,  on 
a  s,. 

Od  sait  que  5,  «,,  s^  sont  en  ligne  droite. 

Le  plan  mené  par  celte  droite  tangcnliellement  aux 
trois  c6nes  coupe  la  sphère  suivant  une  circonférence 
ungenteàO,  0,,0,. 

Construisons  le  point  où  ce  plan  touche  Oj.  Pour 
cela,  menons  un  plan  qui  passe  par  la  ligne  des  sommets 
et  par  le  point  a  pris  arbitrairement  sur  O;  ce  plan  coupe 
le  cane  de  sommet  s^  suivant  la  génératrice  asa  (jui  ren- 
contre 0|  au  point  a,,  antihomologue  de  a. 

On  a  de  même  sur  la  génératrice  as»  le  point  de  Oi 
qui  est  l'antihomologuc  de  a.  Enfin,  soit  a'^  l'antihomo- 
It^ue  de  Ot  sur  Oj. 

Le  plan  auxiliaire  coupe  alors  le  plan  de  O3  suivant 
la  droite  a,a\.  Le  point  i,  où  celte  droite  rencontre  la 
ligne  des  sommets,  est  le  point  de  rencontre  de  cette 
ligne  et  du  plan  de  Oj. 

Ce  point  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  varier  le  plan 
auxiliaire;  la  construction  précédente  donne  donc  tou- 
jours des  droites,  telles  que  aj,  a^,  qui  passent  par  i, 
lorsque  a  se  déplace  sur  O. 

Parmi  ces  droites,  il  y  a  les  tangentes  à  O3  issues  de 
i-y  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les  points 
où  O]  est  touchée  par  les  circonférences  suivant  les- 
quelles la  sphère  est  coupée  par  les  plans  tangents  aux 
canes  menés  par  la  ligne  j^i^^. 

Je  ne  reprends  pas  la  recherche  des  difTércntes  solu- 
tions. Projetons  maintenant  coniquemcnt  toute  la  figure 
sur  un  plan  arbitraire,  les  projetantes  partant  de  l'une 
des  extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  pcrpcn- 
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(liculairc  au  plan  de  proji^clion.  I,n  lîgurc  ainsi  obtrnuo 
sur  le  plan  Je  projection  donne  les  tracés  qui  condui- 
sent à  la  construction  d'une  cjrronférciice  tangente  à 
trois  circonférences  données. 

Dans  le  cas  du  plan,  il  est  inutile  de  construire  les 
soDimets  s,  s, ,  s,  qui  sont  maintenant  des  centres  de  si- 
militude externe. 

Des  centres  o,  o,,  Oj  des  trois  circonférences,  on 
mène  des  rajons  parallèles  et  de  môinc  sens  au  moyen 
de  ces  droites,  on  construit  les  points  a,,  a^.  antiliomo- 
logues  de  a.  Puis  on  construit  de  même  a^  antiliomo- 
logue  de  «I . 

Au  moyen  d'un  autre  point  pris  sur  O,  on  construit 
des  points  a^,  x!,  analogues  à  a^,  à^. 

Les  droites  tiia'j,  liO,'^  se  coupent  en  un  point;  d'auti-e 
part,  les  droites  a^a-^,  à^<x^  se  coupent  en  un  autre 
point  :  la  droite,  quî  joint  ces  deux  points  coupe  Oj  en 
des  points  quî  sont  les  points  de  contact  de  Oj  avec  deux 
des  circonférences  demandées.  Ces  circonférences  tou- 
chent O  et  O,  en  des  points  qui  sont  les  antiliouiolo- 
gues  des  deux  points  qui  viennent  d'être  déterminés 
sur  O,. 

De  cette  solution,  il  est  facile  de  déduire  l'élégante 
solution  que  l'on  doit  à  Gergonne. 

RiiHAKQt'E.  —  Les  points  n,  a,,  dj,  a^  sont  sur  une 
circonférence  de  cercle.  Cette  circonférence  coupe  O, 
O, ,  O»  sous  des  angles  égaux. 

On  peut  dire  alors  :  Les  cordes  communes  à  Oi  et  aux 
circonférences  tfui  coupent  O,  0|,  O^  sons  dfs  angles 
égaux  passent  par  un  point  fixe. 

Sphère  tangente  à  quatre  sphères.  —  Je  n'examinerai 
pas  toutes  les  solutions  de  ce  problème.  Ji-  vais  simple- 
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menl  dire  queltjucs  mots  de  l'extension  de  la  solution 
précédente  au  cas  où  l'on  demande  de  construire  une 
sphère  tangente  à  quatre  sphères. 

Appelons  (O),  (Oi),  (Oj),  (Oj)  les  quatre  sphères 
données.  Employons  les  sommets  externes  des  cônes  qui 
les  envelopjient  deux  à  deux,  soit  a  un  point  de  (O). 
Prenons,  comme  précédemment,  les  an ti homologues  a,, 
a,  de  a  sur  (Oi  )  et  (O,),  puis  l'antihomologue  flj  de  a, 
sur(03). 

D'après  ce  qui  précède,  a,  a,,  a^,  a'^  sont  sur  une 
même  circonférence. 

Prenons  maintenant  sur  (Oj)  les  antihomologues  £, 
è|,  Aj,  ij  de  ces  quatre  points. 

Les  points  a,  a, ,  i,  i,  sont  sur  une  circonférence  de 
cercle,  il  en  est  de  mOme  de  a,,  a^,  h,,  b^.  Ces  deux  cir- 
conférences sont  sur  la  sphère  qui  contient  a,  a,,  a^, 
Oj  et  le  point  b,.  Par  suite,  comme  il  est  facile  de  le 
voir,  les  quatre  points  b,  b, ,  Aj,  b'^  sont  sur  cette  sphère  : 
ils  appartiennent  alors  à  une  circonférence  de  cercle. 
Celle  circonférence  est  l'intersection  de  (Oj)  et  d'une 
sphère  qui  coupe  les  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  égaux. 

On  voit  aisément  que,  lorsqu'on  déplace  a  sur  (O), 
le  plan  de  celle  circonférence  passe  par  une  droite  Jixe, 
et  la  polaire  de  cette  droite,  par  rapport  à  (Oj), 
rencontre  celte  sphère  aux  points  où  celle-ci  est  toucfiée 
par  deux  des  sphères  demandées. 


KRIUTA  BIS  TABLES  DE  LOUARITIIMES  DE  SClIftON. 
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^UK  BB  DEUX  SYSTÈMES  SIMPLES  DE  COORDORniÉES  TAN- 
GENTIELLES  BANS  LE  PLAN  :  COORDOXIÏÉES  PARALLÈLES 
ET  COORDONNÉES  AXIALES 

(un) 

Pab  m.  Maubkm  D'OCAGNE, 
Élâve-lDgénieur  des  Ponts  et  Cbaussée». 


IX.  —  Exposé  d'dne  hëtbode  db  TRÀKSFORHATtoit  ('). 

51 .  Si,  dans  les  é(|uations  d'un  problème  traité  en  coor- 
données rectangulaires,  on  remplace  j:  ely  par  u  et  v, 
on  tODibera  sur  une  proposition  corrélative,  en  coor- 
données parallèles. 

Pour  les  propriétés  descriptives,  on  retrouve  les  théo- 
rèmes que  donne  la  méthode  des  polaires  réciproques^ 
nous  ne  nous  y  arrfiterons  pas.  Mais  U  transformation 
des  propriétés  segmcntaires,  angulaires  et  barjrcentri- 
ques  conduit  à  des  particularités  assez  intéressantes  que 
nous  allons  signaler. 

Définitions  et  Principes . 

52.  Nous  représenterons  les  points  par  des  lettres 

majuscules,   les  droites  par  des  minuscules,    tin    point 

sera  parfois  désigné  par  les  noms  de  deux  di-oites  s'y 

coupant,  et  une  droite  par  les  noms  de  deux  de  ses  points. 

.     ,  ,  .         (  d'un  point 

La  lettre  représentative    {   „      ' ,     . 

'  I  (I  uni!  drmtfi 


,  mise  entre 


(')  Cette   uii^iIicmIc   appartient  i   lu  famillu  des  trans/orinatioiu 
gauchea  icciproqucs  Au  premier  degré. 
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Il  1 .  .  1  il  ciieeiidrée    1 

parenthèses,   désignera    la   courbe  j  <        .    )    P^i* 

iœ  point  ) 
cette  droite  { 
Une  courbe  pourra  être  aussi  considérée  JDdépendam- 

I  du  point       I       .  (  l'engendre    1      „  , 

ment  i   ,    ,     ,     .     [  qui     ,,     °  ,  J;  elle  sera  alors 

(  de  la  droite  )   '      j  1  enveloppe  ) 

représentée  par  une  lettre  spéciale. 

Les  deux  systèmes  que  nous  allons  comparer  sont 
ainsi  constitués  : 

Le  système  de  coordonnées  rectangulaires  comprend 
un  point  origine  O  par  où  passent  deux  axes  coordonnés 
rectangulaires  x  et  y.  Les  x  se  comptent  sur  l'axe  x,  â 
partir  de  point  O,  les^j-  sur  l'axe^,  à  partir  du  point  O. 

Le  système  de  coordonnées  parallèles  comprend  un  axe 
origine  o  sur  lequel  sont  les  points  coordonnés  X  et  Y, 

Les  u  se  comptent  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  o 
menée  par  le  point  T,  et  à  partir  do  ce  point,  les  v  sur 
la  perpendiculaire  à  l'axe  o  menée  par  le  point  X,  et  à 
parrfr  de  ce  point  { '  ), 

On  a  ainsi  : 


CoordoDoées  du  point  O 
ÉquatioD  de  l'axe  2' 

^=0. 

Equation  de  l'axe  ^ 


Coordonnées  de  l'anc  t 
ËqualioM  du  point  X 
Equation  du  point  Y 


(')  Il  semble  naturel,  au  premier  abord,  d'accoupler,  d'après  l'ordre 
alphabétique,  la  lettre  u  avec  la  lettre  X  et  la  lettre  v  avec  la  lettre 
Y;  mais,  pour  que  le  point  coordonné  X  soit  corrélatif  de  l'axe  coor- 
donni!  .z,  il  faut  que  son  équation  soit  corrélative  de  ecllc  Je  cet  ave, 
qui  est  X  =  o;  l'équation  du  point  \  doit  donc  filvc  v  =  o,  c'csl- 
i-clire  <iue  les  e  duiveul  se  complpi-  ù  partir  ilc  \,  et,  par  suite,  les» 
i  partir  de  Y. 
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Au  (Ktiiit  A  délhii  parx,  vt^i  correspondra  la  droilu  a 
[n>ur  laquelle  u,  =  Xi  et  v,  =^ y*. 

Droite  divisant  le  système  de  deux  autres 
dans  un  rapport  donaé. 
53.  Si,  sur  la  dro!le  qui  Joint  deux  poiuts  donnés  A  et 
B,  nous  prenons  un  point  P,  tel  que  p^  =  A  { le  para- 
mètre h  portant  son  signe),  nous  disons  que  le  point  P 
diviïe  le  segment  A B  dans  le  rapport  A,  et  si  {T,,y,) 
(•^tij'a)  sont  les  coordonnée;  rectangulaires  des  points 
A  et  B,  les  coordonnées  rectangulaires  du  poiutP  seront 

Prenons  maintenant  deux  droites  ^((i,,^,  )  et 
b[ui,  Vt),  rapportées  à  noire  système  de  coordonnées 
parallèles,  et  coupons-les  par  une  parallèle  aux  droites 
Yu  et  Xc;  soient  A  le  point  où  cette  droite  coupe  a, 
B  le  point  où  elle  coupe  b  \  prenons  le  point  P  qui  divise 
le  segment  AB dans  le  rapport  A";  lorsque  l'on  fera  varier 
la  droite  AB,  en  la  laissant  parallèle  à  Yu,  le  point  P 
engendrera  une  droite  p  qui  passera  par  le  point  de  con- 
cours des  droites  a  et  &  et  dont  les  coordonnées  seront 
précisément 

"'  ""     \-k    '     "' ^    t-k   ' 

Aussi,  par  analogie  avec  ce  qui  précède,  dirons-nous 
que  la  droite  p  divise  le  système  (ab)  dans  le  rapport 
k  et  exprimerons-nous  ce  fait  par  l'égalité  (^  j  =  fi. 

Dès  lors,  nous  voyons  que,  st  le  point  P  divise  le  seg- 
ment AB  dans  le  rapport  k,  la  droite  p  corrélative  de  P 
divise  le  sjstùine  [ab)  corrélatif  de  AB  dans  le  même 
rapport. 
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Ce  priucipe  rcnfenne  loutti  la  iraiisfurniaiion  des  pro- 
priétés segmentaires. 

En  pariiculifr,  si  A"  =  —  i ,  le  point  P  est  le  milieu 
lia  segment  AB  ou  le  point  mo^en  des  points  A  et  B,  cl 
de  même  la  droite  p  sera  dite  médiane  du  système  (ab) 
ou  droite  moyenne  des  droites  a  et  b. 

Points  parallèles. 
Si.  Prenons  maintenant,  en  coordonnées  reetangu- 
laîres,  la  droite  a  dont  l'équation  est 

Le  coeCQcîeDl  m,  égal  à  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
I  a  droite  a  aiee  l'axe  jr,  défi  nii  la  dîrecUou  de  celte  droite, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  qui  correspondent  à 
une  même  valeur  de  M  concourent  en  un  même  point 
du  la  droite  à  l'infiDi  du  plan;  ces  droite»  sont  dîtes 
parallèles. 

Soit  alors  A  le  point  corrélatif,  dont  l'équation  en 
coordonnées  parallèles  est 

D'ftprèa  ce  que  nous  avons  vu  en  traitant  de  l'équa- 
tion du  point  (n°ll),  si  nous  menons  par  le  point  A 
une  parallèle  à  Xf,  qui  coupe  l'axe  o  au  point  A',  uous 
avons 

-  ^ 
"""  A'Y' 

par  suite,  tous  les  points  qui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  m  sont  distribués  sur  une  même  parallèle  aux 
droites  Y((  et  Xv  ;  nous  dirons  par  analogie  que  ces  points 
sont  en  relation  de  parallélisme  ou  plus  simplcmeul 
parallèles  (  '  ). 

(')  Cette  dtfinitLon  cl  rctlca  qui  siiiveiil  n'onl  d'autre  nlijet  que 
■l'ubré^rr  Je  lungage  dunh  k  C'iurf  <tu  pri^âi'iil  travaii. 
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Si  donc  on  veut  déterminer  sur  une  droite  donnée  le 
point  parallèle  d'ua  point  donné,  on  prendra  l'intersec- 
tion de  la  droite  et  de  la  parallèle  à  Xt>  menée  par  le 
point. 


Module  angulai 


n  point. 


55.  Il  ne  suflîsait  pas,  pour  pouvoir  transformer  les 
propriétés  angulaires  des  systèmes  de  droites,  de  voir 
(ce  qui  d'ailUeurs  ne  présentait  pas  la  moindre  difficulté) 
quelle  était,  en  coordi 


rallèlcs,  la  relation  entre 
les  points  é<]uivalente  au  parallélisme  entre  les  droites  : 
il  fallait  encore  reconnaître  quel  élément  commun  à 
deux  points  répondait  à  l'angle  de  deux  droites,  afin  de 
pouvoir  étendre  aux  systèmes  de  points  les  relations 
d'angles  établies  pour  les  systèmes  de  droites  ;  cette  der- 
nière recherche  présente  au  premier  abord  quelque  diffi- 
culté; mais  nous  croyons  qu'elle  devii;nt  des  plus  aisées 
par  l'introduction  de  l'élément  que  nous  appelons  le 
module  angulaire  d'un  point. 


56.    Voici    comment    nous   définissons  cet  élément 
{/ig.  ,.)  : 

Fi([.  lî- 


bÙL 


Etant  donné  le  poiitl  A  dont  l'équation  c 
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prenons  le  point  parallèle  A'situé  sur  l'axe  o;  nousavous 

-  A'^ 
"*  ~  A'Y  ■ 

Par  le  milieu  Z  de  XY  menons  une  parallèle  à  Yu  et 
\v  et  prenons  sur  cette  droite  la  longueur 

ZQ  =  ZX=  — ; 

l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

A'Z 

—  *'^  —  XZ  _  A'Z  — Za  _  ZQ       '  _  tangA'QZ  — I 
*""  A'Z  +  ZY  "  A'Z-f-ZU  "  A^         ~  tangA'UZ  +  i' 
ZU"^' 

mais,  l3ng7  étant  égal  à  i ,  on  peut  aussi  bien  écrire 
tangA'QZ  —  taDg- 


=  iai,e(x'QZ-~y, 


i-»-  tancA'QZ  tang- 
4 

or,  ZÛ  étant  égal  à  ZX,  l'angle  XQZ  est  égal  à  -;;  par 

suite, 

m=langA'QX. 

Cet  angle  A'Q  X,  qui  est  le  m£nie  pour  tous  les  points 
de  la  droite  AA',  c'est-à-dire  pour  tous  les  points 
parallèles  à  A,  sera  dît  module  angulaire  de  ces  points. 

Le  point  Q,  qui  est  invariable,  n-cevra  le  nom  àcpôle 
du  système  de  coordonnées  parallèles  considéré,  el  la 
droite  QX,  également  fixe,  celui  à.'<ixe  polaire  de  ce 
système. 

De  ces  déGnilions  résulte  la  règle  suivante  :  pour 
avoir  le  module  angulaire  d'un  point  donné  A,  il  faut 
prendre,  sur  l'axe  o,  le  point  parallèle  A',  et  le  joindre 
au  pôle  a  ;  l'angle  que  la  droite  U  A'  fait  avec  Vaxe  po- 
laire ÛX  est  pt'écisémunt  le  module  angulaire  cherché. 
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On  voit,  tin  outri;,  lytu:  le  module  angulaire  d'un  poinl 
est  «gai  à  l'anglo  que  fait  avec  l'axe  x  la  droite  corré- 
lative, en  coordun nées  rectangulaires. 

Angle  de  âeux  points. 
57.  Soient  A  et  Aj  {Jîg-  12)  deux  points  dont  les 
équations  respectives  sont 


Prenons  sur  l'axe  o  les  points  A'  et  A',,  parallèles 
aux  deux  premiers.  L'angle  A'QA',  est  égal  à  la  diiïé- 
renc«  des  modules  angulaires  des  deux  points,  et  mous 

langA'Q.V,  =  .'"'——.  ■ 

IVous  appellerons  cet  angle  A'ûA',  angle  des  points 
A  et  A,. 

Pour  tous  les  points  situés  sur  une  même  parallèle 
aux  axes  Xv  et  Yu,  cet  angle  est  nul.  Il  est  le  même 
pour  deux  points  quelcouques  pris  respectivement  sur 
deux  parallèles  fixes  aux  axes  Xc  et  Yu. 

Si  nous  prenons  maintenant  en  coordonnées  rectan- 
gulaires les  droites  dont  les  équations  sont 


Nous  voyons  donc  que  l'angle  de  deux  points,  en 
coordonnées  parallèles,  t^sl  égal  à  l'angle  des  deux 
droites  corrélatives  en  coordonnées  rectnngnlaires. 
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sa.  C<;  tliûui'ùine  tiiius  peiiiivUra  ilc  transformer  los 

ihéorèmes,  élablis  en  cooi-donnéea   rctian  gui  aires,  où 

entrent  des  rcilatioos  d'angles.   Nous    le  compléterons 

par  la  remarque  suivante  : 

Si  les  points  A  et  A,  se  déplacent  d'une  manière 
tfuelconque  dans  le  plan,  mais  en  conservant  un  angle 
constant,  les  points  A'  et  A\  martfuenl  sur  l'axe  o  des 
divisions  homographiques. 

En  effet,  0  étant  l'angle  constant  des  points  A  el  A(, 


ou,  en  représentant  le  segment  de  longueur 

QZ  par  S, 

ZA'xZA'. ^  A'A'i  H-3«=o, 

lange 

ce  <]ui  démontre  le  théorème.  De  plus,  le  terme  con- 
stant 5^  étant  indépendant  de  l'angle  6,  on  voit  que  les 
points  doubles  des  divisions  homographiques,  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  Q,  sont  fixes;  ces  points 
sont  d'ailleurs  imaginaires. 

59.  Supposons  que  les  points  A  et  A,  se  déplacent 
sur  «ne  droite,  la  propriété  Koaiograpliique  étant  pro- 
jeciive,  ces  points  détermineront  également  sur  cette 
droite  deux  divisions  homographiques.  D'ailleurs  les 
droites  corrélatives  de  ces  points  passeront  par  un  point 
fixe;  on  peut  donc  éuonccr  le  théorème  suivant  : 

Si,  en  coordonnées  rectangulaires,  on  a  deux 
systèmes  de  droites  n,  b,  c,  .  .  . ,  a,,  h^,  Cf^  .  • . ,  issues 
d'un  même  point  P,  et  (elles  que  les  droites  correspon- 
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dantes  a  et  n,,  b  et  bi,c  et  c„  ...  fassent  un  angle 
constant,  on  aura  corrélativement,  en  coordonnées  pa- 
rallèles, deux  divisions  Â,  B,  C,  . . . ,  Aj ,  B,,  C, ,  . . . , 
situées  sur  une  même  droite  p  et  i/at  seront  en  homo- 
graphie. 

On  peut  encore  dire  : 

Si  un  angle  constant  de  cotés  a  et  b  tourne  autour 
de  son  sommet  P,  les  points  corrélatifs  A  et  B  des 
droites  a  et  b  marquent  sur  la  droite  p  corrélative  da 
point  P  deux  divisions  homographiques. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  un  moyen  de  trans- 
former les  propriétés  angulaires  relatives  à  un  système 
de  droites  quelconques  situées  dans  un  plan,  et  d'en 
déduire  des  propriétés  homographiques  lorsque  ces 
droites  passent  par  un  même  point. 

Points  perpendiculaires. 

60.  Si  nous  supposons  que  l'angle  de  deux  poinis, 
défini  comme  il  vient  d'èlre  fait,  soit  droit,  nous  dirons 
que  ces  points  sont  en  relation  de  perpendiculai'ité ou 
plus  simplement  perpendiculaires. 

Remarquons  que  ce  genre  de  relation  entre  deux 
points  dépend  essentiellement  du  choix  des  axes  de 
coordonnées. 

Soient  A  ei  A,  deux  points  perpendiculaires  quel- 
conques, A'  et  A',  les  points  parallèles  aux  premiers, 
qui  sont  situés  sur  l'axe  o;  la  relation  liomographique, 
établie  plus  haut,  qui  lie  les  points  A'  et  A',,  devient 
dans  ce  cas 

ZA' X  ZA', -(- 31  =  o, 

c'est-à-dire  que  ces  points  sont  nn  involution. 

Le  poiiil  Z  est  le  point  central  de  cette  involution. 
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&\.  Pour  trouver  sur  une  droite  d  le  point  perpen- 
diculaire à  un  point  donné  A,  voici  comment  on  procé- 
dera :  prendre  sur  l'axe  o  le  point  A'  parallèle  à  A,  et, 
dans  l'involutionqui  vient  d'être  déQnie,  le  conjugué 
B*  de  A',  prendre  enfin  sur  la  droite  rf  le  point  B  pa- 
rallèle à  B',  en  tirant  BW  parallèlement  à  Xf  et  Ymî  le 
point  B  sera  le  point  cherché. 

Pour  déduire,  dans  cette  construction,  le  point  B*  du 
point  A\  il  sufQt  de  joindre  le  point  A'  au  p6te  Q  du 
système,  et  de  mener  par  le  point  Q  une  perpendicu- 
laire ÛB'àOA'  jusqu'à  sa  rencontre  B'  avec  l'axe  o, 

62.  Comme  précédemment,  on  voit  que,  si  un  angle 
droit  de  côtés  a  et  h  tourne  autour  de  son  sommet  P,  les 
points  A  et  B,  corrélatifs  des  droites  a  et  b,  marquent 
iur  la  droite  p,  corrélative  du  point  P,  deux  divisions  en 
involution. 

Remarques  sur  la  transformation  des  coniques. 

63.  Si,  dans  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires 
d'une  conique  F,  on  remplace  .r  et^  par  u  et  f ,  on  ob- 
tient t'équation  de  la  conique  corrélative  F,,  en  coor- 
données parallèles. 

A  chaque  point  de  la  conique  F  correspond  natu- 
rellement une  tangente  de  la  conique  r,  et  réciproque- 
ment. Si  sur  une  tangente  a  la  conique  F,  on  prend  le 
point  perpendiculaire  au  point  de  contact,  ou  a  l'élé- 
ment corrélatif  de  la  normale  à  la  conique  F;  aussi  ce 
point  sera-t-il  Aitpoint  normal. 

Aux  asymptotes  de  F  correspondent  dans  F,  les  points 
de  conUct  des  tangentes  parallèles  à  Xc  et  Yu;  nous 
appellerons  ces  points  les  points  asymptotes. 

Aux  foyers  de  F  correspondent  pour  F,  deux  droites, 
dépendant,  bien  entendu,  du  choix  des  axes,  et  telles 
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r|ue  iniirs  |>oiiils  (l'iiitcrscclion  (imaginaires)  avec  cvtle 
coni(|uo  sont  respective  ment  parallèles  aux  points  qui 
divisent  le  segment  X¥  dans  lûs  rapports 

Nous  appellerons  ces  droites  les  droites  focales. 

.  Soit  d  une  draite  qui  coupe  la  conique  F  aux  points 
A  et  B;  du  point  D,  corrélatif  de  d,  partiront  deux 
droites  a  et  b,  corrélatives  de  A  et  B,  et  qui  serant  tan> 
gentes  à  la  conique  T ,  ;  lorsque  la  droite  d  se  déplacera 
parallèlement  à  elle-même,  le  point  D  se  déplacera  sur 
une  parallèle  à  Yu,  et,  comme  le  milieu  du  segment  AB 
décrira  une  droite  rf',  la  droite  moyenne  du  système  (a£] 
passera  par  un  point  (Îkc  D'. 

Le  point  ly,  ainsi  oliienu  corrélativement  du  dia- 
mètre rf',  sera  dît  point  diamétral. 

Tous  les  diamètres  d'  passant  par  le  centre  de  F,  tous 
les  points  diamétraux  YY  seront  sur  une  même  droite, 
dite  droite  centrale,  dont  les  «-oordounées  seront  doit- 
nées  par  le  système  d'é(|uations  F),  =  o,  F|.  =:  o. 

A  deux  diamètres  conjugués  de  F  correspondent  deux 
points  diamétraux  conjugués  de  F,.  Les  deux  points 
diamétraux  de  F,,  qui  sont  entre  eux  à  angle  droit, 
sont  corrélatifs  des  axes  de  F,  et  recevront  pour  cette 
raison  le  nom  de  points  axiaux. 

64.  Nous  nous  arrêterons  là  de  ces  analogies;  on 
voit  qu'il  est  très  aise,  étant  donné  un  élément  quel- 
conque de  la  conique  F,  de  trouver  l'élément  corrélatiJ 
de  la  conique  F,. 

63.  Disons  un  mol  maintenant  des  coniques  repré- 
sentées, eu  coordonnées  parallèles,  par  certaines  équa- 
tions simpliliées  de  coniques  en  coordonnées  l'colang» - 
lairns,  après  remplacement  de  x  et  r  par  n  cl  i: 
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66.  Prenons  l'équation  corrélative  de  celle  du  cercle 
in  coordonnées  rectangalaires 


(« 


o).  +  (^„i)i=c*; 


elle  représente  une  hyperbole  (fig.  1 3 }  dont  le  centre  O 
est  à  la  rencontre  de  ladroîteéquidistanledeYu  etXv, 


el  de  la  droite  X'Y'dont  les  coordonnées  sont  u:=a, 
v^h:  cette  droite  X' Y'  est  la  droUe  centrale  de  l'hy- 
perbole. Portant  sur  les  axes  de  coordonnées,  de  part  et 
d'autre  de  X'Y',  les  segments 


Y'A  =  Y'n  =  X'B  =  X'C  = 


V^ 


on  détermine  les  asymptotes  AC  et  BD  ;  les  droites  AB 
et  CD  sont  tangentes  à  l'hyperbole;  si  celte  courbe 
coupe  les  axes  aux  points  M,  N,  P,  Q,  on  a 

Y'M  =  Y'Q  =  X'N  =  XT  =  c; 

les  tangentes  en  M  et  en  Q  passent  par  le  point  X',  les 
tangentes  en  N  et  enP  par  le  point  Y'. 

Nous  désignerons,  en  raison  de  leur  équation,  les 
hyperboles  ainsi  placées  par  rapport  aux  axes,  sous  le 

Aan.dt  Vathémai.,  3<  wrje,  t.  IV.  (MBreiSBS.)  9 
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nomà' hyperboles  corrélatives  de  cercles,  et  nous  pour- 
rons dire  d'une  manière  générale  .qu'une  hyperl/oln 
corrélative  de  cercle  est  une  hyperbole  telle  que  les 
axes  Yu  et  Husotent  tangentes  à  son  hyperbole  com- 
plémentaire. 

De  même  que  trois  conditions  suffisent  à  détermiDer 
un  cercle,  trois  conditions  sulïîsent  à  déterminer  une 
hyperbole  corrélative  de  cercle.  En  particulier,  il 
n'existe  qu'une  hyperbole  corrélative  de  cercle  inscrite 
à  uu  triangle. 

67.  Prenons  maintenant  l'équation 

dont  la  corrélative,  en  coordonnées  rectangulaires, 
représente  une  hyperbole  équilatcre  rapportée  à  ses 
axes.  On  voit,  toujours  en  appliquant  les  règles  du  Cha- 
pitre IV,  que  celte  équation  représente  une  parabole 
ayant  son  axe  dirigé  suivant  XY,  son  sommet  situé  au 
milieu  du  segment  \Y,  et  qui  coupe  l'axe  Xf  en  des 
points  M  et  N  tels  que  XM  =  XN  =  a. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  distance  XY  des  points  ori- 
gines est  égale  à  an,  le  point  X  est  foyer  de  la  parabole, 

68.  Enfin,  l'équation  corrélative  de  l'équation  ré- 
duite de  la  parabole  j-*=  2px,  c'est-à-dire 


représente  une  hyperbole  tangente  à  XY  au  point  Y  et 
ayant  pour  asymptotes  d'une  part  l'axe  Xr,  de  l'autre  la 
droite  dont  les  coordonnées  sont  u=:-.  v  =  p.  Nous 
avons  déjà  vu,  d'ailleurs  (n"  25),  que  la  courbe  en 
((  et  w  jïour  laquelle  B°  —  AC=:o,  c'est-à-dire  qui  es! 
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corrélalive  de  la  parabole,  est  une  hypcrbolt;  ayant  une 
asymptote  parallèle  à  Ji.v  et  Yu. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet  et  nous 
allons  passer  maintenant  aux  applications  (  *  ). 


-  Apflicatioks. 


Transformations  des  propriétés  segmeataires. 


69.  Prenons  d'abord  ce  théorème: 

Deux    droites    parallèles    sont 

coupées  par  trois  droites  AA',  BB', 

ce,    l'une  aux  points   A,  B,  C, 

l'autre   aux  points   A',    B',  G';   si 


AB 


AC 


Â^       A'C 
les  trois  droites  AA',  BB',  CC  con- 
courent en  un  mime  point. 

70.  Soit  maintenant  le  théorème 
lie  Ménélafis  : 

Les  côtés  AB,  BC,  CA  if  un  trian- 
gle étant  coupés  respeetivement 
awr  points  M,  N,  P  par  une  droite 
ffuelconque,  on  a 

MA  NB  PC  __ 
MB  NC  PA  ''      '' 

71.  Théorème  de  Jean  de  Céva  ; 
On  joint  les  sommets  A,  B,  C 

d'un    triangle  à  un  point  quel- 
conque; les  droites  ainsi  menées 


69'.  Théorème  corrélatif  : 

Deux  points  parallèles  (n 

sont  joints  à  trois  points  aa' 

ce',  l'un  par  les  droites  a, 

l'autre  par  les  droites  a',  b',  ■ 


les  points  a 


ce' sont  en  ligne 


lùf.  Théorème  corrélatif: 

Les  sommets  ab,  bc,  ca  d'un 
triangle  étant  joints  respective- 
ment par  les  droites  m,  n,  p  à  an 
point  quelconque,  on  a  (n°  33) 

7t'.  Théorème  corrélatif: 
On' coupe  les  côtés  a,  b,  c  d'un 
triangle  par  une  droite  quelcon- 
que; les  points  ainsi  obtenus  déter- 


(')  Dans  les  applications  qui  suivent,  on  trouvera,  i  cûté  de  théorèmes  n 
veaux,  d'autres  propriétés  connues;  mais  notre  but  n'est  ici  que  de  bien  me 
en  relief  l'esprit  de  la  méthode. 
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déterminant  sur  lei  côtés  oppoti. 
respectivement  les  points  M,  N,  P, 

MB  NG  PA  _ 
MG  NX  PB  ~'" 

Corollaire  : 

Let  médianes  (droites  qui  joi- 
.   gnent    tes  sommets  aux  milieux 
des  côtés  opposés)  concourent  au 
mime  point. 

Ti.  Prenons  maintenant  ce  théo- 

Dans  une  conique,  le  point  de 
contact  eCunetangentequelconque 
est  le  milieu  du  segment  déterminé 
par  les  points  oit  cette  tangente 
coupe  les  asymptotes. 


(  ,»4) 


jnmant  avec  les  sommets  oppoth 
respectivement  Us  droites  m,  n,/, 
ono(n*33) 

(=)0(l?)=- 

Corollaire  : 

Les  points  d'ùUersection  dfi 
côtés  et  des  droites  nioyennn 
(n°53)  des  systèmes  de  côtés  op- 
posés sont  en  ligne  droite  (  '  ). 

1¥.  Théorème  corrélatif: 

Dans  une  conique,  la  tangent/ 
en  un  point  quelconque  est  ii 
droite  moyenne  (n*53}  Ju  tystèm' 
formé  par  les  droites  qui  joignent 
ce  point   aux   points    a^mptot'i 


B3). 


Nous  placerons  ici  une  rcmanjufî  :  les  déiinitions  que 
nous  avons  posées  sont  fort  utiles  pour  opérer  ces  déduc- 
tion s  corrélatives  de  théorèmes  connus,  mais  les  énoncés 
qui  en  résultent  peuvent  être  modifiés  en  remontant  au 
sens  contenu  dans  ces  définitions.  Ainsi  le  tliéorème 
précédent  deviendra  : 

On  joint  un  point  quelconque  M  li'iine  conique  aux 
extrémités  K  et  B  d'un  diamètre  de  cette  conique;  le 
point  que  la  tangente  en  M  détermine  sur  une  droite 
de  direction  conjuguée  à  la  diiectton  AB  e.tf  le  milieu 


(')  Ce  théorème  peut  s'iînonccr  ainsi  ;  Un  triangle  détermine, 
iiir  une  transversale  quelconque,  trois  segments;  les  milieux  de 
ces  segments  sont  Joints  aux  sommets  opposés  dans  le  triangle,  par 
des  droites  qui  donnent  trois  points  sur  le  périmètre  de  ce  trian- 
gle. Ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  La  ilémonïtration  directe 
de  ce  ihéorème  œt  1res  facile. 
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du  segment  déterminé  sur  cette  droite  par  les  droites 
MA  et  MB. 


73.  Prenons  encore  ce  théorème  ; 

Une  droite  quelconque  coupe 
une  conique  en  deux  points;  en 
ces  pointt  on  mène  let  tangentes 
li  la  conique;  cet  tangentes  déter- 
minent sur  l'une  des  asymptotes 
un  segment  dont  le  milieu  est  sur 
la  droite  donnée. 


73'.  Théorème  corrélatif  : 
Par  un  point  quelconque  on 
mène  deux  tangentes  à  une  co- 
nique; les  points  de  contact  de 
ces  tangentes  joints  à  l'un  des 
points  asymptotes  (n°  63)  forment 
un  système  de  deux  droites  dont  la 
droite  moyenne  passe  par  le  point 


Ce  dernier  tliéorèoie  corrélatif  peut  s'iaterpréter 
ainsi  : 

D'un  point  M  on  mène  à  une  conique  les  tangentes 
MP  et  MQ  qui  touchent  celte  conique  aux  points 
P  el  Q  ;  on  joint  les  points  M,  P  e(  Q  à  un  point  quel- 
conque A.  de  la  conique;  une  droite,  de  direction  con- 
juguée à  la  direction  du  diamètre  qui  passe  au  point  A, 
coupe  les  droites  AM,  AP,  AQ  respectivement  aux 
points  M',  F*,  Q'  ;  le  point  M'  est  le  milieu  du  seg- 
ment F  i^. 

Autrement  dit  :  Les  droites  AP,  AM,  AQ  et  la  tan- 
gente à  la  conique  au  point  A  forment  un  faisceau 
harmonique. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  M  s'éloigne  à  l'intSnt,  on 
retombe  sur  le  théorème  énoncé  plus  baut. 

Ces  quelques  exemples  suflisent  à  montrer  comment 
s'opère  la  transformation  des  propriétés  segmentaïres; 
passons  maintenant  aux  propriétés  angulaires. 


Transformation  des  propriétés  angulaires. 

74.  Nous    rappellerons    en    commençant    que   nous 
nommons  point  normal  à  une  courLe  pour  une  tangente 
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donnée  le  point,  pris  sur  cette  tangente,  qui  est  per- 
pendiculaire au  point  de  contact.  Le  point  normal  est 
corrélatif  de  la  normale.  La  courbe  tju'il  décrit  est  cor- 
rélative de  la  développée  et,  par  suite,  la  tangeute  à 
cette  courbe  corrélative  du  centre  de  courbure. 

Vivons  maintenant  quelques  exemples  de  transfor- 
mations : 


75.  Théorème  des  trois  hauteurs  : 

Let  perpendicuiairet  abaiiséei 

det  tommeU  d'un  triangle >ur  let 

càtit  oppotit  concourent  au  même 


76.  Théorème  : 

Toutet  let  normale»  à  un  cercle 
pattent  par  le  centre  de  ce  cercle. 


77.  Théorème  : 

Si  deux  droites  variablet  tour' 
nani  chacune  autour  d'un  point 
fixe  sont  constamment  à  angle 
droit,  leur  point  de  rencontre  dé- 
crit un  cercle. 

Le  centre  de  ce  cercle  est  le 
milieu  du  segment  qui  joint  les 
deux  points  fixes. 


78.  Théorème  ; 

Les  perpendiculaires  élevées 
aux  trois  côtés  d'un  triangle  par 
les  milieux  de  ces  côtés  se  cou- 


IS'-  Théorème  corrélatif  ; 

Les  points  prit  sur  tes  troU 
côtés  d'un  triangle  et  gui  sont 
perpendicuiairet  (a' GOy  a u^  som- 
mets opposés  sont  en  ligne  droite. 

Nous  appellerons  ces  points^ÛJi 
kauleurt. 

76'.  Théorème  corrélatif  : 


Tous  les  points  normaux  (  a°  lij 
à  une  hyperbole  corrétatipe  il' 
cercle  {n°  66)  sont  sur  la  ligi.^ 
centrale  (n*  6.1)   de  cette    hyper- 

IT.  Théorème  corrélatif  : 
Si  deux  points  variable*  décri- 
vant chacun  une  droite  fiase  se»: 
constamment  à  angle  droit  (n°60 
la  droite  qui  les  Joint  envelopf. 
une  hyperbole  corrélative  de  cer- 
cle {n' m). 

La  ligne  centrale  de  cet'' 
hyperbole  est  la  droite  maye/m- 
du  système  formé  par  les  dem 
droites  fixes. 


78'.  Théo 


e  corrélatif  : 


Let  points  perpendiculaires  au. 
trois  sommets  d'un  triangle  cl  q'- 
sont  prissur  les  droites  moyennt 
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;r  un  même  point  qui 
e  du  cercle  c 


79.  Théorème  : 

Lei  pieds  de*  hauteuri  d^un 
triangle,  tur  le*  troit  calé*,  et  le* 
miliewc  de  ce*  côté*  sont  sur  un 
même  cercle. 

Ce  cercle  est  le  cercle  de*  neuf 
point*;  OD  sait  quels  sonl  Ioub  les 
points  remarquables,  en  assez  grand 
nombre,  qu'il  contient. 


80.  Théorème  de  Sirnson  : 

On  prend  un  point  M  sur  le 
cercle  (M)  circonicrit  à  un  trian' 
gle,  de  ce  point  on  abatste  de* 
perpendiculaire*  tur  les  trois 
côtés  du  triangle;  le*  pieds  de  ces 
perpendiculaires  sont  *ur  une 
droite  d. 

Si  les  points  M  et  M,  sont  tels 
que  le  centre  du  cercle  (M)  *oil 
le  milieu  du  segment  MM[,  les 
droites  correspondantes  d  et  rfi 
sont  perpendiculaires. 

La  courbe  décrite  par  le  point 
de  rencontre  des  droites  perpen- 
diculaires d  et  di,  lorsque  les 
points  M  et  Mi  se  déplacent  sur  le 


des  systimei  formés  par  les  cités 
se  croisant  en  ces  sommet*  sont 
sur  une  mime  droite  qui  est  la 
ligne  centrale  de  l'hyperbole, 
corrélative  de  cercle,  inscrite 
(n*  06,  dernier  alinéa). 

79'.  Théorème  corrélatif  : 

Les  droite*  qui  joignent  le* 
points  hauteur* {n'  TT)d'uH  trian' 
gle  aux  sommet*  opposé*  et  les 
droites  moyennes  des  ^sternes  de 
droites  formés  par  les  côtés  pris 
deux  à  deux  so/it  tangentes  à 
hyperbole   corrélative 


de  c 


■de. 


Cette  hyperbole,  que  dous  appelle- 
rons hyperbole  des  neuf  droites, 
est  tangente  à  tontes  les  droites 
corrélatives  des  points  remarquables 
situés  sur  le  cercle  des  neuf  points. 

80'.  Théorème  corrélatif  : 

On  prend  une  tangente  m  à 
l'hyperbole  corrélative  de  cercle 
{m)  inscrite  à  un  triangle;  sur 
cette  tangente,  on  prend  les  points 
perpendiculaires  aux  trois  som- 
mets du  triangle  et  on  les  joint 
respectivement  à  ces  sommets  par 
des  droites;  ces  trois  droites  con- 
courent en    un  même  point  D. 

Si  les  droite*  m  et  oi,  sont  telles 
que  la  ligne  centrale  de  l'hyper- 
bole (m)  *oit  la  droite  moyenne 
du  système  (  mm,  ),  le*  points  cor- 
respondants D  et  D,  sont  perpen- 

La    courbe    enveloppée   par    ta 
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cercle  (M),  ett  le  cercle  des  n^ 
points  du  triangle  donné  ('). 


81.  Théorème  de  Frégier  : 
Deux  droites  perpendiculaires 
d  et  d!  tournent  autour  d'un 
point  M  pris  sur  une  conique;  ce* 
droites  coupent  respectivement  la 
conique  aux  points  P  et  P'  :  la 
droite  PP'  passe  par  un  point 
fixe  situé  sur  la  normale  à  la 
conique  au  point  M. 


droite  qui  joint  les  points  perpen- 
diculaires D  et  D|,  lorsque  les 
droites  m  et  m,  se  déplacent  tan- 
gentiellement  à  l'hyperbole  (m), 
est  l'hyperbole  des  neuf  droites 
du  triangle  donné. 

81'.  Théorème  corrélatif  : 
Deux  points  perpendiculaires 
D  et  D'  se  déplacent  sur  une  tan- 
gente m  d  une  conique;  de  ces 
points  on  mène  à  la  conique  les 
tangentes  p  etp';  le  point pp'  dé- 
crit une  droite  qui  passe  par  le 
point  normal  (n°  76)  à  la  conique, 
situé  sur  la  tangente  m. 


La  réciproque  de  ce  théorème  corrélatif  peut,  en 
vertud'uue  remarque  qui  a  été  faite  plus  kaut,  s'éuoncer 
ainsi  : 

Les  tangentes  à  une  conique,  issues  des  différents 
points  d'une  droite,  marquent  sur  une  tangente  quel- 
conque à  celte  conique  des  points  en  involution.  Dans 
celte  involution,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et 
de  la  tangente  considérée  est  conjugué  du  point  de 
contact  de  la  tangente.  C'est  une  propriété  connue. 

Le  théorème  qui  termine  le  n"  3i  est  un  cas  particu- 
lier du  précédent,  lorsqu'on  prend  la  tangente  parallè- 
lement à  la  droite  donnée. 


82.  Théorème  : 

Les  trois  hauteurs  d'un  trutngle 
inscrit  dans  une  hyperbole  équi- 
latère  se  coupent  en  un  même 
point  de  cette  courbe. 


82'.  Théorème  corrélatif  : 
Les  trois  points  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  conique 
dont  les  points  asymptotes  sont 
perpendiculaires  sont  situés  sur 
une  mime  tangente  d  la  courbe. 


(')  Ces  deux  derniers  théorèmes  ont  été  proposés  comme  Questions  daos   le» 
Nouvelles   Annales    {3*   série,  t.  Il,  p.]479,  QocsUon  1413). 
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Nous  pouri-ions  multiplier  ces  exemples  de  transfor- 
mation des  propriétés  angulaires  au  moyen  de  notre  mé- 
thode: mais  nous  pansons  en  avoir  assez  dit  sur, ce  sujet. 

Note  sur  la  transformation  des  propriétés 
baiycentriifues . 

83.  Nous  avons  déjà  donné  des  exemples  de  cette 
transformation  au  Chapitre  V.  Nous  demanderons  la 
permission  de  faire  sur  ce  sujet  une  petite  remarque. 

La  droite  que  nous  avons  appelée  moyenne  d'un  sys- 
tème de  droites  (n"  S)  peut  recevoir  une  déOnition 
géométrique  indépendante  du  système  spécial  de  coor- 
données que  nous  envisageons  ^  la  voici  : 

La  droite  moyenne,  par  rapport  à  une  direction 
donnée  d'un  système  de  droites  situées  d'une  manière 
quelconque  dans  un  plan,  est  le  lieu  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  où  les  droites  données 
sont  coupées  par  une  sécante  parallèle  à  la  direction 
donnée. 

Les  co<ffdonnées  parallèles  permettront  évidemment 
de  déduire  toutes  les  propriétés  de  cet  élément  géomé- 
trique des  propriétés  établies  en  coordonnées  ordinaires 
■  pour  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  points. 

84.  Un  seul  exemple,  joint  à  ceux  qui  ont  déjà  été 
donnés  (n"  37),  suffira  à  faire  comprendre  la  n 
d'opérer  cette  transformation. 


CoordonDées  rectaugulaires  : 

Quand  un  triangle  se  déplace 

en  rtÊtant  intcritdani  uneconique 

et  circontorit  à  une  parabole,  son 

centre  de  gravité  décrit  une  ligne 


Coordonaées  parallèles  : 
Quand  un  triangle  le  déplace 
en  restant  circonscrit  à  une  co- 
nique et  inscrit  dans  une  hyper- 
bole ayant  une  asymptote  paral- 
lèle à  Yu  et  Xv  ("),  la  droite 
moyenne  de  ses  trois  côtét  passe 
par  un  point  fixe. 
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Ce  théorème  corrélatif  pourra  s'énoncer  plus  simple- 
ment : 

Quand  un  triangle  se  déplace  en  restant  circonsciil  à 
une  conique  et  inscrit  dans  une  ftyperbole  H,  la  droite 
moyenne  de  ses  trois  côtés,  relativement  à  l'une  ou 
Vautre  des  directions  asymptotitfues  de  l'hyperbole  H, 
passe  par  un  point  fixe. 

85.  On  voit  qu'on  a  ainsi  un  moyen  d'obtenir  sans 
calcul  une  série  de  théorèmes  intéressants. 

C'est,  en  particulier,  par  cette  mélliodc  que  nous 
sommes  arrivé  à  tous  les  tliéorèmcs  donués  sans  démon- 
stration dans  noire  JNote  Sur  la  droite  moyenne  d'un 
système  de  droites [').  ^ous  avons,  dans  les  transfor- 
mations qui  nous  ont  conduit  à  ces  théorèmes,  fait  usage 
de  plusieurs  des  principes  qui  viennent  d'être  exposés. 
Aussi  renverrons-nous  le  lecteur  à  ce  travail. 

Jtésumé. 

86.  La  méthode  qui  vient  d'être  développée  permet, 
étant  donnée  une  propriété  segmentaire,  angulaire  ou 
barycentriquc  quelconque,  d'en  déduire  immédiatcnketiL 
et  sans  calcul  une  propriété  corrélative.  Nous  avons  vu, 
en  outre,  quelles  étaient  les  remarques  qui  permet- 
taient de  traduire  l'énoncé  de  ces  théorèmes  en  faisant 
abstraction  de  la  considération  des  coordonnées  paral- 
lèles qui  auraient  servi  à  les  obtenir. 

(')  Bulletin  de  la  Société  malMmatique,  t.  MI,  p,  ii-i. 
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«GBLQIiSS  REFLEXIONS  SUR  L'ETUBS  eEOMÉTRNKlE  SES 
COURBES  6É0MfiTRI«VES  ET  THÉORIMES  POUYANT  Y  ÊTRE 
UTILES 

Par  m.  J.-E.  ESTIENNE. 


KÉFLBXIOnS    ET   THÉOBËMBS    SVK    LES    SURF&CKS 
DU  SECOIID  ORDRE  OU  QVADRKJUBS. 

On  a  essayé  vainemetii  de  trouver,  au  moyen  de  lliûo- 
rèmes  analogues  à  ceux  qui  précèdent,  une  relatiou  gra- 
phique symétrique  entre  dix  points  d'une  quadrique. 

Les  travaux  de  M.  P.  Serrei  ont  donné  le  moyen  de 
constater  grapbiqueuieut  que  dix  points  sont  sur  une 
quadrique;  un  grand  progrès  a  été  ainsi  réalisé;  mais 
on  ne  peut  s'empêcher  de  regretter  la  complication 
et  le  manque  de  symétrie  des  constructions.  Il  est  diffi- 
cile, par  snite  de  cette  dissymétrie,  d'embrasser  ces  con- 
structions d'un  coup  d'oeil,  pour  les  utiliser  avec  préci- 
sion dans  tes  investigations  ultérieures. 

Tous  les  théorèmes  qui  permettent  de  reconnaître 
qu'un  point  est  sur  ime  courbe  ou  sur  une  surface  dé- 
finie par  un  nombre  convenable  de  points  s'équivalent 
théoriquement;  chacun  d'eux  constitue,  comme  on  l'a 
dît  déjà,  une  équation  géométrique  de  la  courbe  ou  de 
la  surface.  Dans  l'application,  on  s'adressera  à  l'une  ou 
à  l'autre  des  formes  de  cette  équation,  plus  commode 
dans  le  cas  particulier;  mais  l'avantage  de  l'élégance  et 
de  la  fécondité  est  certainement  à  l'énoncé  symétrique, 
c'est-à-dire  dans  lequel  tous  les  points  donnés  entrent 
de  la  même  manière. 


:  .y  Google 


(  "3»  ) 

Oiiadonué,  paresemple,  un  grand  nombre  de  furincs 
à  l'équation  géométrique  des  coniques,  entre  autres  les 
suivantes  : 

Le  théorème  de  Pascal  ; 

Le  tbéurèmc  de  Desargues; 

Le  théoième  de  Cliasles,  sur  la  constance  du  rapport 
anhamionique  du  faisceau  dont  le  centre  est  sur  une  co- 
nique et  dont  les  rayons  passent  par  quatre  points  fixes 
de  cette  conique. 

Tous  ces  tliéorèraes  peuvent  servir  n  étudier  les  coni- 
ques; mais  quel  est  celui  qui  a  été  toujours  regardé 
comme  le  plus  beau,  le  plus  élégant,  le  plus  séduisant? 
C'est  le  seul  d'entre  eux  qui  soit  symétrique,  le  puissant 
théorème  de  Pascal. 

Cette  symétrie,  objet  des  vœux  du  géomètre,  l'ana- 
lyste la  rencontre  naturellement  et  sans  effort,  mais 
aussi  sans  grand  profit,  eu  écrivant  le  déterminant  qui, 

égalé  à  o,  exprime  que  — h  i  points  sont  sur  une 

courbe  d'ordre  n. 

Les  géomètres  qui  ont  cherché  l'analogue  du  ttiéo- 
rème  de  Pascal  pour  les  quadriques  ont  remarqué  très 
justement  qu'on  doit  trouver  trois  théorèmes  de  l'espace 
correspondant  à  l'unique  théorème  de  Pascal  dans  le 
plan. 

Le  premier  exprimerait  que  dix  points  sont  sur  une 
quadrique; 

Le  secoud,  que  oeuf  points  sont  sur  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  (intersection  de  deux  qua- 
driques) ; 

Le  troisième,  que  huit  points  sont  septaires.  (Nous 
exprimerons,  par  cette  locution  abrégée,  que  les  huit 
points  sont  lels  que  toute  quadrique,  passant  par  sept 
d'pntre  eux,  passe  par  le  huitième.) 
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Le  premier  de  ces  théorèmes  qui  exprime  qu'une  con- 
dition simple  est  satisfaite  a  très  probablement  la  forme 
saivanle  :  <$i  dix  points  sont  sur  une  (fuadriijut,  quatre 
certains  points  qui  s'en  déduisent  sont  dans  un  même 
plan,  ou  bien  quatre  certains  plans  qui  s'en  déduisent 
passentpar  un  même  point. 

Le  second  exprimerait  de  même  la  condition  double 
qne  son  énoncé  Huppose  satisfaite  (un  point  situé  sur 
une  courbe  déterminée)  par  le  fait  que  trois  points  sont 
en  ligne  droite,  ou  que  trois  plans  passent  par  une  même 
droite. 

Quant  au  troisième  tbéorème,  le  seul  que  nous  ayons 
complètement  résolu,  il  doit  permettre  de  trouver  le 
huitième  point  commun  à  toutes  les  quadriques  passant 
par  sept  poînu  donnés.  Comme  ta  détermination  du 
point  exige  trois  conditions,  il  doit  exprimer  une  condi- 
tion triple;  par  exemple,  et  c'est  ce  qui  a  lien,  que  qua- 
tre droites  sont  sur  un  liyperboloïde. 

Parmi  les  formes  connues  de  ce  troisième  théorème, 
la  plus  élégante  est,  je  crois,  la  suivante,  due  à  un  illustre 
géomètre,  M.  Hesse  : 

Théorème  de  Hessb.  —  Si  huit  points  A,  B,  G,  D,  E, 

F,  P,  V  sont  aeptaires,  enfermant  l'hexagone  gauche 

Fig.  4. 


ABCDEF,  et  menant  par  le  point  V  les  trois  droites  qui 
coupent  les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  aux  points 
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f/,  b,  c,  d,  e,  f,  tfàon  prend  pour  iommets  successifs 
d'un  nouvel  hexagone,  les  côtés  de  cet  liexagone  et 
ceux  de  l'hexagone  analogue  qu'on  obtiendrait  en 
partant  du  point  P*  sont  douze  génératrices  d'un 
même hjrperbololde  {fig-  4)' 

Ce  remarijuable  théorème  laisse  à  désirer,  en  ce  sens 
qu'il  manque  de  symétrie,  qu'il  conduit  à  une  conslruc- 
tion  diiBcile  du  liuitième  point,  et  enfin  qu'il  n'est  pas 
l'analogue  d'un  théorème  sur  les  coniques. 

Nous  proposerons  le  tliéorème  suivant,  symétrique  et 
d'une  analogie  flagrante  avec  le  théorème  de  Pascal  : 

Tbéobème.  —  Si  les  huit  sommets  d'un  octogone 
gauche  sont  septaires,  ses  faces  opposées  se  coupent  en 
quatre  droites,  gui  sont  des  génératrices  d'un  même 
l^perboloïde  {fig.  5). 

Soit  ABCDEFGH  l'octogone  gauche;  il  est  facile  de 
voir  qu'il  sulfit  de  démontrer  c|ue  l'une  quelconque  de 


ses  laces,  ABC  par  exemple,  coupe  en  trois  poinu  en 
ligne  droite  les  intersections  des  trois  groupes  de  faces 
opposées  : 

BCD    et    FGH    (point  P), 

CDE    et    GHA    (point  Q), 

DEF    et    HAB    (point  R). 
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Les  points  P,  Q,  R  qu'on  veut  prouver  être  eu  ligue 
droite  s'obtiennent  <lc  la  façon  suivante  : 

On  prolonge  les  quatre  côtés  de  l'octogone  DE,  EF, 
FG,  GH  jusqu'à  leurs  points  d'intersection  5,  e,  f,  3 
avec  la  face  ABC; 

P  est  alors  l'intersectiou  des  droites  3*]*  etBCj 

Q  est  rinterseclîou  des  droites  A3  etC5; 

K  est  l'intersection  des  droites  5c  et  AB. 

Appelons  4  l'intersection  des  droites  3^  et  as,  et  dé- 
signons A  par  2,  B  par  i ,  C  par  6- 

On  voit,  en  considérant  la  iigure,  que  les  points  P,  Q, 
R  sont  k  l'intersection  des  côtés  opposés  de  l'hexagonc- 
plan  ia3456. 

R  est  l'intersection  de  i  a  avec  45; 

Q  est  l'intersection  de  ^3  avec  56; 

P  est  l'intersection  de  34  avec  6i . 

Le  théorème  sera  donc  démontré  si  l'on  prouve  que 
cet  hexagone  ia3456  est  inscrit  à  une  conique. 

Or,  dire  que  les  huit  sommets  de  l'octogone  sont 
septaires  revient  à  dire  qu'on  peut,  par  ces  huit  sommets 
et  deux  points  quelconques  de  l'espace,  faire  passer  une 
quadrique;  en  particulier,  ces  huit  sommets  et  deux 
côtés  quelconques  de  l'octogone  sont  sur  une  même  qua- 
drique. 

Considérons  la  quadrique  qui  passe  par  ces  huit  som- 
mets et  par  les  côtés  DE  et  GH.  Cette  quadrique  coupe 
le  plan  ABC  suivant  une  conique  qui  passe  par  les  cinq 
points  I,  a,  3,  5,  6.  Elle  passe  aussi  par  le  point  4,  car 
ce  point  4  est,  par  construction,  l'interseclion  du  plan 
ABC  avec  la  droite  qui  passe  par  le  point  F  et  rencontre 
les  droites  DE  et  HA.  Cette  droite,  étant  menée  par  un 
point  de  la  quadrique  considérée  et  i-encontrant  deux 
génératrices  de  cette  quadrique,  en  estelle-m6me  une 
génératrice,  et  le  tliéorème  est  démontré. 
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Voyons  à  quelle  construction  conduil  ce  ihéorème 
pour  la  détermination  du  huitième  point  : 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  sept  points  quelconques 

Fig.  6. 


dnns  l'espace,  on  veut  trouver  le  huitième  point  H  par 
où  passent  toutes  les  quadriques  menées  par  les  sept 
points  douués  {fig-  6). 

Cherchons  à  déterminer  les  quatre  droites  qui  figu- 
rent dans  l'énoncé  précédent.  L'nne  d'elles,  la  droite  A| , 
intersectioa  des  plans  ABC  et  EFG,  est  complètement 
déterminée. 

Quant  aux  trois  autres,  intersections  des  plans 

BGD    et    FGH    (A,), 

CDE    et    GHA    (4,), 

DEP    et    HAB    (&v). 

on  connaît  de  chacune  d'elles  un  point,  et  un  plan  dans 

lequel  elle  se  tronve  : 

La  droite  &i  est  dans  le  plan  BCD  et  passe  par  le 
point  a  où  le  vtié  KG  de  l'heptagone  ABCDEFG  coupe 
la  face  opposée  BCD.  De  même,  &t  passe  par  ^  et  est 
dans  le  plan  CDE,  et  A4  passe  par  y  et  est  dans  le  plan 
DEF. 

Le  problème  sera  résolu  si  l'on  détermine  complète- 
ment ces  trois  droites  par  la  condition  qu'elles  soient, 
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av<?c  la  droiieAi,  quatre  génératrices  d'un  même  système 
d'un  hyperboloïde.  LepoîutHsera,  en  effet,  àTintersec- 
lîon  dt  trois  plans  menés  respectivement  par  les  droites 

i,  i;t  FG, 
Aj  ei  GA, 
a»    et    AB. 

On  voit  aisément  que  ce  problème  n'est  autre  que  le  sui- 
vant : 

Od  considère  les  trois  laces  de  l'heptagone  qui  se  cou- 
pent en  D;  on  prend  leurs  intersections  a,  p,  y  avec  les 
càtés  opposés  de  l'heptagone  ;  mener  par  ces  trois  points 
un  hyperboloïde  tangent  à  ces  trois  faces,  et  admettant 
pour  génératrice  la  droite  A,,  intersection  des  plans 
ABC  et  EFG. 

R  faut  ajouter  que  la  génératrice  A|  et  les  génératrices 
ij,  ij,  1,  passant  respectivement  par  les  points  oi,  p,  y 
et  situées  dans  les  plans  tangents  sont  d'un  même  sys- 
tème. 

Or  soient  {fig-  7)  DCE3  le  trièdre  formé  par  les  trois 

Fig.  7. 


faces  qui  se  coupciil  en  D,  et  s/,  ^',  'f  les  points  d'inter- 
section de  ces  faces  avec  la  droite  i|  ;  si  1  on  mène  par 
chacun  de  ces  points  les  génératrices  A,,,  A',,  A',  de  l'tiy- 

Anti.  de  Maihémat.,  î"  »ërie,  t.  IV.  (Mar»  i885.)  lO 
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perboloïdc  clierché,  ces  trois  droites  ei  les  droites  A«, 
Aj,  A4  se  coupent  sur  les  arêtes  du  trièdre. 

En  dernière  analyse,  le  problème  est  donc  ramené  au 
suivant,  très  simple  et  dont  la  solution  est  bien  connue  : 

Étant  donné,  un  trièdre  DCE8,  et  deux  points  dans 
chacune  de  sas  faces,  cil  et  a',  p  et  p',  y  et  y' ,  Jaire  passer 
par  ces  points,  pris  dans  l'ordre  suivant  :  a^'Ya'pf', 
les  côtés  successifs  d'un  hexagone  ayant  ses  sommets 
opposés  sur  chacune  des  arêtes  du  trièdre. 

Ce  problème  se  résout  indiiTéremment  dans  l'espace 
ou  dans  le  plan,  après  projection. 

(^  suiifre.) 


NOTE  SUR  LA  TBÉORIE  BBS  FOYERS; 

Pas  m.  E.  HUMBERT, 
Professeur  de  Malhiimatiques  spéciales  au  ]ycéc  de  Nancy. 


Considérons  d'abord  laconique 

donnée  par  l'équation  générale.  Sï,  de  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré,  on  retranche  s(x''-\~y*),  on 
obtient 

(Œ  —  ï)af»  + aéjrv -t- (c  —  i) j', 

qui  est  un  carré  parfait  pour  les  deux  valeurs  de  s  don- 
nées par  l'équation  du  second  degré 

(I)  («-j)(c-ï)-6'=f,. 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  s,  on  a 


aftjy  H-cj>^*(r'+^»)H 
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et  l'équatioD  de  la  coaique  s'écrit 

Cett«  équation  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  (n — s)j: -t-  by  parP.  La  fonction  linéaire 

(rf  +  *>)^  +  («  +  i?)j- 
ne  ditTérera  de  P  que  par  le  facteur  constant 

si  l'on  a 

et  alors  l'équation  de  la  conique  pourra  s'écrire 

et  l'on  voit  que  c'est  seulement  dans  ce  cas  que  le  se- 
cond membre  pourra  être  un  carré  parfait,  sous  la  con- 
dition 

(4)       (d-H,a)>  +  .<o-*)(.«-i-P')-/(«-^)  =  o. 

C'est,  du  reste,  la  condition  nécessaire  et  sudEsante 
pour  que  le  point  a,  ^  soit  un  foyer.  Donc  on  obtient  les 
fojers  par  ia  résolution  des  équations  (i),  (3)  et  (4). 

La  première  donne  deux  valeurs  pour  s;  ensuite,  à 
chaque  valeur  de  s  correspondent  deux  fojers  qui  sont 
situés  sur  la  droite  (3)  et  la  conique  (4)- 

L'éqnation  (  3  )  représente  les  deux  axes  de  la  conique, 
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lorsqu'on  y  remplace  5  successivement  par  tes  deux  ra- 
cines (ic  l'équation  (i).  Si  l'on  veut  avoir  l'excentricité, 
rien  n'est  plus  facile.  Il  sufQt  de  remarquer  que  le  se- 
cond membre  de  la  conique  peut  s'écrire,  dans  le  cas  où 
le  point  a,  P  est  un  foyer, 

K.  étant  une  constante-,  ou  bien 


la  parenthèse  représentant  la  distance  du  point  x,  y  à 
la  directrice  P-|-K  =  o.  Donr,  en  désignant  par  p  la 
distance  d'un  point  de  la  conique  au  loyer,  par  d  sa  dis- 
tance à  la  directrice,  on  a 

Donc  le  carré  de  l'excentricité  e*  est  donné  par 
(5) 


p.      („-,).+  fti 


Remplaçons  b*  par  (a — s)(c  —  a),  dans  cette  t 
pression,  et  nous  aurons 

On  tire  de  là 


et,  eu  partant  de  l'équation  (i), 

Telle  est  l'équation  qui  donne  les  duax  valeurs  de  e>. 
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l'une  relative  aux  foyers  réels,  et  l'autre  relative  aux 
foyers  imaginaires. 

Cette  équation  a  toujours  ses  deux  raciues  réelles; 
dans  le  cas  de  l'ellipse,  l'une  est  positive,  celle  qui  ré- 
pond aux  foyers  réels,  et  l'autre  est  négative,  celle  qui 
répond  aux  foyers  imaginaires;  dans  le  cas  de  l'hyper- 
bole, ces  deux  valeurs  de  e^  sont  positives.  Si  l'on  dé- 
signe par  e^  la  valeur  qui  répond  aux  foyers  réels  et 
par  e'*  la  seconde,  on  a 

(8)  r,  +  i  =  ii 


De  l'équatiou  (  S  ]  il  résulte  que,  dans  le  cas  de  l'el- 
lipse, e'  est  inférieur  à  i,  tandis  que  dans  le  cas  de 
l'hyperbole  e*  et  e'*  sont  tous  deux  supérieurs  à  i. 

Cette  inéiliode  permet  aussi  d'obtenir  l'équation  gé- 
nérale des  cercles  doublement  tangents  à  la  conique.  En 
eQct,  on  peut  écrire  l'équation  de  la  conique  ainsi 

et  le  second  membre  est  un  carré  parlait  sous  les  deux 
conditions 


(9)         (d  +  ïa)'+(«--o[*(«'+?'-HT)-/]=o. 
De  la  deuxième  on  tire 
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et,  en  portant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de 
la  conique,  on  obtient  pour  équation  du  cercle  cher- 
ché 

j;'-^^'- aai- ap^  +  / -+- ^— ~^' =  o, 

SOUS  les  conditions  (i)  et(3). 
L'équation  (3)  donne 


donc  l'équation  générale  des  cercles  doublement  tan- 
gents à  la  conique  est 

Dans  cette  équation,  s  peut  prendre  les  deux  valeurs 
données  par  l'équation  (i),  et  a  est  un  paramètre  arbi- 
traire. Il  y  a  donc  deux  séries  de  cercles  doublement 
tangents  h  une  conique,  et  l'éguation  (3)  montre  que 
les  centres  des  cercles  de  chacune  de  ces  séries  décri- 
vent, pour  l'une,  l'un  des  axes,  et  pour  l'autre,  l'autre 
axe. 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  C  le  premier  membre 
de  l'équation  d'un  cercle,  dans  lequel  le  coefficient  de 
x'-\- y'  est  égal  à  i,  par  Q  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  droite  mise  sous  la  forme  normale, 
l'équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes 
à  C,  aux  deux  points  où  Q  =^  o  la  coupe,  est 

C~e'Q'  =  o 
ou 

C  — <!^Q»=o, 

suivant  que  l'axe  qui  passe  au  centre  du  C  est  l'axe  fo- 
cal, ou  non. 

Cette  méthode  peut,  dans  certains  cas,  donner  fanile- 


:  .y Google 


(  '43  ) 
mtïnt  uu  lieu  de  foyers.  Elle  s'applique  très  aisément  au 
problème  suivant  : 

Trouver  le  Heu  des  foyers  des  coniques  qui   sont 
doublement  tangents  à  deux  cercles. 

Elle  peut  aussi  donner  facilement  l'équation  géné- 
rale des  directrices,  car  cette  équation  est 

P  +  K  =  o    et     K  =  d  +  *a. 

Donc  l'équation  générale  des  directrices  est 

(11)  (a  —  i)x-\-bj'  +-d  +  s%  =  o, 

dans  laquelle  <z  est  un  paramètre  arbitraire  et  s  une  ra- 
cine de  l'équation  (  i).  Il  y  a  deux  séries  de  directrices. 
Cette  Note,  où  rien  de  nouveau  sans  doute  (  '  )  n'est 
exposé,  a  été  rédigée  surtout  pour  les  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales.  On  peut,  par  une  méthode  analogue, 
chercherlesfoyersdessurfacesdu  second  degré;  mais, ceci 
étant  de  peu  d'utilité  pour  Irïs  élèves  et  n'ayant  pas  grande 
valeur  théorique,  il  est  inutile  que  j'insiste  là-dessus. 


CORRISINtMANCfi. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Genocchi. 

Une  lettre  de  Gauss  à  Sophie  Germain,  du  3o  avril 

1807,   publiée  par  le   prince  fioncompagnï,  transcrit 

une  proposition  de  cette  femme  illustre  sur  la  iorme 

y*-i-nz*,  en  ajoutant  qu'elle  n'est  pas  vraie  dans  toute 


(')  J'ai  donD^  ceiLe  méthode  dans  mon  cours 
application  au  plan  de  la  Détermination  des  3' 
(l.  I,  3*  «érie,  p.  ao3). 
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sa  geDéralîté,  vt  donne  une  explication  sur  les  cas 
dans  lesquels  elle  peut  tomber  en  défaut.  Cette  explica- 
tion se  fonde  sur  la  théorie  de  la  composition  des  formes 
quadratiques  binaires,  tbéorie  qui,  à  présent,  est  trop 
peu  cultivée  et  trop  peu  connue.  Je  crois  qu'il  serait 
bon  d'appeler  l'attention  sur  une  tbéone  d'un  si  haut 
intérêt,  et,  pour  cela,  il  pourrait  être  utile  de  proposer, 
dans  les  Nouvelles  Annales,  la  question  qui  a  été  le  su- 
jet des  réflexions  de  Gaitss.  Je  la  proposerais  dans  les 
termes  suivants  : 

«  Sophie  Germain  a  voulu  démontrer  cette  propo- 
sition :  Si  l'un  des  facteurs  de  la  formule  y^-^-m' 
[n  étant  un  nombre  premier^  est  de  la  même  forme 
y^-t-nz',  l'autre  appartient  aiusi  nécessairement  à 
cette  forme.  Mais  la  démonstration  qui  s'applique  aux 
formes  indéfinies  ne  vaut  pas  pour  les  nombres  définis. 
A  l'égard  des  nombres  définis,  la  proposition  est  vraie 
si  le  facteur  qu'on  suppose  de  la  forme^j'^  +  ziz*  est  un 
nombre  premier,  maisn'est  pas  géiiératemcnt  vraie  si  ce 
facteur  est  un  nombre  composé.  Ainsi  l'on  peut  trouver 
trois  nombres  y,  g,  h  représentés  par  des  formes  quadra- 
tiques binaires  dont  le  déterminant  soit  —  n,  et  tels  que 
le  produit^g-A  des  trois  et  le  produit^  des  deux  premiers 
soient  de  la  forme  y'  +  m',  et,  au  contraire,  l'autre 
facteur  h  ne  soit  pas  de  cette  forme.  Gitiss.   » 

Extrait    d'une    lettre    de    M.    H.    Brocard. 

M.  d'Ocagne  a  eu  raison  de  dire,  au  commencemcut 
de  son  Mémoire  sur  les  coordonnées  parallèles  et  axiales 
(t.  III,  p.  4 11)1  que  1^  courbe  (C)  qu'il  devait  étudier  au 
n"  oO  (p.  55)  donnerait  lieu  sans  doute  à  de  nouvelles 
remarques.  Ce  n'est  pas  la  première  fois,  en  elfet,  que 
cette  courbe  a  fixé  l'attention  des  géomètres. 
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Si  l'on   a  «gant   au    mode  d«  {■^nt^ratioi 
signalé  (p.  559},  la  courbe  (C)  répond  à  l'énoncé  delà 
question  1039  que  J'ai  proposée  (t.  X,  2*  série,  p.  340)  : 

Les  extrémités  A  eï  B  d'une  longueur  constante 
a  =  AB  se  meuvent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  Jixe 
AOB;  trouver  l'enveloppe  de  ta  perpendiculaire  AMà 
ABj  calculer  la  position  dos  points  de  rebroussement, 
et  mener  les  tangentes  en  ces  points. 

Dans  une  solution  très  élégante  (t.  XIII,  p.  4^9-4^)1 
M.  A.  Pellissier  a  donné  l'équation  de  cette  courbe  qui, 
en  prenant  les  notations  du  n"  50,  devient 

(i)  [4o»-3(3:»M-^*)]'=o>(8a»-9a'»-t-i8^»)». 

Elle  admet  quatre  points  de  rebroussement,  à  l'inter- 
section du  cercle 

(a)  i»+^'=!a» 

avec  l'hyperbole  concentrique 

(3)  18^'— 9a;'+8a'=o. 

Fin  ces  points,  dont  les  coordonnées  sont 

'*'  3v/3        ^  3^i 

les  tangentes  à  la  courbe  sont  aussi   les  tangentes  à 
l'hyperbole,    et  leur    coefficient  angulaire   est  égal    à 

Le  point  M  de  contact  de  la  tangente  TM  avec  la 
courbe  (C)  peut  s'obtenir  par  la  considération  du  ccntri; 
instantané  de  rotation.  Il  n'y  a  qu'à  achever  le  rectangle 
ouït  et  à  projeter  la  somme  I  de  ce  rectangle  eu  M  sur 
TM. 
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Ci^Ut.'  tangente  TM  a  pour  équation 


p  désignant  ^-  C'est  donc  aussi  l'équation  dinëreuticUe 
de  la  courbe  (C).  On  en  conclut  que  le  lieu  des  points 
D  ou  la  podaire  de  l'origine  a  pour  équation 


Cette  podaire  se  compose  de  deux  ovales. 

M.  Bourguet  a  montré  (t.  XIU,  a'  série,  p.  446)  que 
la  courbe  (C)  est  «ne  développante  de  l'hypocycloïde 
à  quatre  rebroussements,  enveloppe  d'une  droite  de  lon- 
gueur 2a  dont  les  extréoiités  glissent  sur  Ox  et  Oy. 

EnÛM  M.  Haton  de  la  Goupillière  a  complété  cette 
remarque  par  une  intéressante  bibliographie  de  cette 
hypocycloïde,  nommée  aussi  cuio-cjc/ofi/eparM.  Mon- 
tucci(t.  XIII,  2"série,p.  534-537,ett.  XIX,p.  94-96). 
Les  propriétés  signalées  par  M.d'Ocagne  (p.  56i))  pour 
la  quadrature  et  la  rectili cation  de  la  courbe  (C)  se  rat- 
tachent naturellement  à  ce  qui  précède. 

Ainsi  les  formules  (4)  lérifienl  l'éijualiou  de  l'hvpo- 
cycloïde 

.r'+/^  =  {■»«)'. 

D'ailleurs,  l'article  de  M.  d'Ocagne  renferme  les  prin- 
cipes de  toutes  ces  remarques. 

Désignons,  enclVet,  par  >',  &>'lcs  points  où  la  normale 
I M  rencontre  0-c  et  O^',  et  achevons  le  rcclangleONM'P. 
Soient  G,  G'  les  projections  des  points  O  et  P  sur  IM,  T 
étant  le  milieu  de  ON',  et  1  le  milieu  de  N'N';  ou  a 
m  =  IiN'=  TU  =a  et  NI\'=  aa  (p.  5i8). 

Ainsi  les  axes  Ox,  O^  déteiinineiit  sur  la  normale  en 
M  à  la  courbe  (C)  un  segment  de  longueur  constante  ia. 
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L'enveloppe  des  normales  ou  la  développée  de  {C)  est 
donc  l'hypocycloïde  à  quatre  reèrousscments,  lieu  des 
projections  G'  du  poiiU  P  sur  les  droites  constantes  NN'. 

En  d'autres  termes,  la  courbe  (C)  est  la  développante 
de  cette  hjpocjcioïde  qui  passe  par  l'origine. 

Les  géomètres  que  IVtude  de  cette  hypocycloïde  inté- 
resserait pourront  consulter  aussi  les  documents  sui- 
vants :  Nouvelles  jinnales,  questions  610  (Boklen); 
1391  (Laguerre);i.  I,  p-  176-178,  i86a  (Delorme),  et 
p.  3i5-3i6  {Beltrami);  t.  XVII,  p.  3ai-3a3,  1878  (A. 
M.};  Atti  delAcc.  Pont,  dei  Nuovi  Lincei,  t.  XXI, 
p.  6-39,  1877-1878  (Azzarelli)}  et  Nouvelle  Corres- 
pondance mathématique,  t.  IV,  p.  90-91  et  i4o-i4ii 
i878(Sidler). 


TBiOHtE  nu  PoTKUTiEL-,  par  M.  Emile  Mathieu,  ht- 4°  \ 
i885.  Prix  :  y''.  Paris,  Gaulliier-Villars. 

L'Ouvrage  que  je  vieni;  de  faire  paraître  forme  le  troisième 
Volume  (lu  Traité  de  Physique  mathématique  que  je  mu  suis 
proposé  de  publier.  Les  deux  premiers  Volumes  sont  : 

I.  Cours  de  Physique  mathématique,  1873,  qui  renferme 
la  matière  des  leçons  que  j'ai  faites  dans  un  Cours  complénien- 
Uire  à  la  Faculté  des  Sciencea  de  Paris  en  1867-1868. 

II.  Théorie  de  la  Capillarité.   i883. 

Le  troisième  Volume  est  d'ailleurs  indépendant  des  deux 
priicédents. 

Tous  les  théorèmes  euposês  dans  mon  nouvel  Ouvrage  ont  pris 
leur  origine  dans  ta  Physique  mathématique;  mais  beaucoup 
ont  été  employés  ensuite  dans  différentes  recherches  de  Ma- 
thématiques pures  et  en  particulier  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire. 
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Il  n'est  pas  sans  intôrût  de  dire  quelques  mois  sur  les  pre- 
miers fondateurs  de  celte  théorie. 

Laplaoe  est  le  premier  qui  ait  considéré  le  potentiel;  c'est 
la  fonction  V  de  sa  Mécanique  céleste  {V  Partie,  Liv.  III), 
Poisson  ensuite,  dans  son  célèbre  Mémoire  do  1811  sur  la 
dûtribution  de  l'électricité  à  la  sur/ace  des  corps  conduc- 
teurs et  dans  d'autres  Mémoires  publiés  après,  a  montré  le 
grand  rAle  de  cette  fonction  dans  la   Physique  mathématique. 

Plus  tard,  Green  a  publié  sur  ce  sujet  (à  Nottingham,  i8a8) 
un  Mémoire  très  remarquable.  Il  semble  qu'on  n'y  ait  fait  au- 
cune attention  pendant  sa  vie,  dont  la  IJn  arriva  en  i84i'  Mais 
autant  on  fut  d'abord  injuste  envers  lui,  autant  on  exagéra 
ensuite  l'importance  du  son  travail,  en  lui  attribuant  ce  qui 
était  dû  à  Poisson  ou  à  d'autres  géomètres,  en  lui  attribuant 
même  des  résultats  qui  n'avaient  été  obtenu!<  que  plus  tard  par 
Gauss.  Le  travail  de  Green  est  d'ailleurs  entièrement  inspiré 
par  l'ceuvre  de  Poisson. 

Gauss  a  publié  son  beau  Mémoire  sur  ta  théorie  du  poten- 
tiel en  liio  (Œuvres  de  Gauss,  t.  V). 

Depuis  cette  époque,  plusieurs  autres  géomètres  ont  travaillé 
à  cette  théorie. 

Dans  le  Livre  que  je  publie,  je  me  suis  proposé  d'exposer 
toutes  les  propriétés  connues  du  potentiel.  II  s'y  trouve  aussi 
des  résultats  qui  m'appartiennent  et  que  j'avais  déjà  pré- 
sentés, pour  la  plupËri,  dans  des  Mémoires  parus  dans  le 
Journal  de  Mathématiques. 

Dans  le  premier  Chapitre,  intitulé  Propriétés  générales  du 
potentiel,  je  n'expose  que  des  théorèmes  connus,  en  général, 
depuis  assez  longtemps. 

Le  Chapitre  II  a  pour  titre  :  Potentiel  de  couches  de  ma- 
tière distribuées  sur  des  surfaces.  Les  propriétés  du  poten- 
tiel de  ces  couches  sont  très  utiles  à  étudier  pour  l'Électrosta- 
tique, puisque  l'électricité  se  porte,  comme  on  sait,  à  la 
surface  des  corps  conducteurs.  J'examine,  à  l'occasion  de  la 
formule  do  la  densité  d'une  couche,  l'influence  des  courbures 
principales  de  la  surface  sur  laquelle  est  placée  la  couche,  si 
l'on  ne  néf^lige  pas  des  termes  qui  sont  de  l'ordre  de  la  densité 
de  la  couche  multipliée  par  la  racine  carrée  de  son  épaisseur. 
Notons  aussi  l'examen  de  conditions,  d'après  lesquelles  une 
fonction  de  x,y,  s  peut  être  représentée  par  le  potentiel  de 
couches  de  matière  distribuées  ?ur  des  surface*. 
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Dans  le  Cliapiiri:  lil,  jifiiiilii^  Je»  funciiuns  q 
pruprk'li'S  analugues  à  cvWf'  ilu  putcnlîul  cl   qu'un  rencontre 
aussi  en  Physique  mathomallque. 

I*  he potentiel  logarithmique  satisfait  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  que  le  potentiel  ordinaire,  avec  celle 
simplification,  que  la  fonction  ne  dépend  que  de$  coordonnées 
x,  y  d'un  point  et  non  de  la  troisième  s.  Kcanmoin<'  la  forme 
de  la  fonction  se  Irouve  changée. 

i'  Le  potentiel  calorifique  se  rencontre  dans  les  questions 
de  mouvement  de  température  des  corps.  Au  point  de  vue 
analytique,  il  est  une  généralisation  du  potentiel  ordinaire. 

3*  Le  second  potentiel  est  ainsi  appelé  par  rapport  au  po- 
tentiel ordinaire,  que  je  désigne  alors  sous  le  nom  de  premier 
potentiel.  Pour  déduire  son  e\prcs$ion  de  celle  du  premier 
potentiel,  il  suffit  de  changer,  dans  cette  dernière,  l'inverse  de 
la  distance  du  point  variable  à  chaque  point  de  la  masse  en 
cette  distance  même.  Ce  potentiel  est  utile  à  considérer  dans 
la  théorie  de  l'éiasticité  des  corps  solides. 

Le  Chapitre  IV  a  pour  titre  :  Comparaison  de  la  théorie 
du  potentiel  avec  celle  de  la  chaleur.  J'entre  dans  différente!) 
considérations  sur  les  surfaces  isothermes  ou  de  niveau.  J'étudie 
la  nature  des  lignes  nodales  d'une  memhrane  homogène  et 
partout  également  tendue  et  aussi  les  propriétés  du  potentiel 
relatif  aux  corps  cristallisés.  Je  signalerai  encore  une  digres- 
sion sur  la  ililTérentiation  par  rapport  à  des  arcs.  Fort  souvent, 
on  a  un  très  grand  avantage  à  substituer  à  la  méthode  des 
coordonnées  curvilignes  de  Lamé  la  méthode  de  la  différen- 
liation  par  rapport  à  des  arcs,  au  moins  pour  faire  les  calculs 
qui  doivent  conduire  aux.  formules  cherchées.  Ces  dérivations 
exigent  l'explication  de  quelques  principes;  car  on  ne  peut 
plus  intervertir  sur  une  même  fonction  l'ordre  de  deux  diffé- 
rentiations,  sans  changer  la  valeur  du  résultat.  Je  prouve 
l'iltilité  de  cette  méthode  de  calcul  par  des  exemples. 

I..e  Chapitre  V  a  enfin  pour  objet  :  L'attraction  de  diffé- 
rents corps  dérivés  des  surfaces  du  second  ordre.  J'y  calcule 
le  potentiel  d'un  ellipsoïde  :  i°  lorsqu'il  est  homogène  ;  a*  lors- 
qu'il est  composé  de  couches  homogènes  homothctiques;  ' 
3°  lorsqu'il  est  formé  de  couches  homogènes  et  homoforales. 
J'y  détermine  aussi  le  potentii-l  d'une  ellipse  recouverte  d'une 
couche  mince   de   matière  et  celui  d'un  cylindre   ellipiîquc  de 
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longueur   finie.   Enfin  j'e^iamine  qiiel<]ues   questiuDS   relatîvt 
aai  [ignés  de  force. 

h.  Mathiec. 


QUESTIONS. 


iSiS.  On  donne  les  <1cux  dt;mî -diamètres  conjugués 
OA,  OB  d'une  ellipse.  Du  point  B  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire surOA,  el  l'on  porte  snr  cette  droite  les 
segments  BC  et  DD  égaux  à  0\.  I-a  circonférence  COD 
rencontre  aux  points  P,  Q  la  parallèle  menée  du  point  B 
à  OA. 

On  sait  que  OP,  OQ  donnent  les  directions  des  axes 
de  l'ellipse;  on  demande  de  démontrer  que  les  projec- 
tions de  OP  et  de  OQ  sur  OC  (on  sur  OD)  sont  égales 
aux  dcmf-aiLes  de  l'ellipse.  (Mahkhkim.) 

■1526.  Considérons  un  parallélogramme  ABCD  dans 
un  plan,  et  une  droite  quelconque  MM'  de  ce  plan.  Il 
existe  deux  coniques  circonscrites  au  parallélogramme 
et  tangentes  à  la  droite  MM'.  Soit  O  le  milieu  du  seg- 
ment déterminé  sur  cette  droite  par  les  deux  points  de 
contact.  Il  existe  en  outre  une  conique  inscrite  dans  le 
|>arallélograninie  et  tangente  à  la  droite  MM'.  Soît  C  son 
point  de  contact  avec  cette  droite.  Les  points  O  et  O* 
coïncident.  > 

(H.  Ahdotbr.) 

1327,  Soient  A,  II,  C,  ...  des  nombres  dont  le  pre- 
mier chiffre  à  gauche  n'est  jamais  zéro;  a,  b,c,  ...  ces 
nombres  lus  de  droite  à  gauche. 

3' appeWe  nombre  sjmétriçuc  un  nombre  tel  que  deux 
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chîlires   â  égale  distanco    des    cxtrèim^s    suittnt  égaux. 
Exemples:  i»ai,  12421. 

S'ipfeMe  pseudo-symétriqued'échellc  pimuombretei 
que  la  somme  de  deux  cliiflres,  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes, soit /^  ou  zéro  \  s'il  y  a  un  nombre  impair  de  cli  ilTres 
dans  ce  nombre  et  que  ^  soîl  impair,  le  chiil're  du  milieu 
doit  toujours  être  zéro;  si  p  est  pair,  lechilTre  du  milieu 
peut  être  soit  zéro,  soît -■  Exemples  ;6o35o2,  6o3o5oa, 
6o345o2  sont  pseudo-symétriques  d'échelle  8. 

Cela  posé  : 

1"  Si  A  a  n  chilTres,  trouver  combien  de  valeurs  diflé- 
rentes  peut  prendre  la  somme  A+  a  quand  A  varie  de 
x"'*  à  x",  X  étant  la  base  du  système  de  numération  ; 

2"  Si  l'on  aA  +  ii=B-(-i,  A  ayant  n  chitrres,  B  en 
ayant  n  -f-  i  et  étant  tel  que  la  somme  de  deux  chiflTres 
à  égale  distance  des  extrêmes  soit  plus  petite  que  x,  le 
nombre  A  +  c^A-l-6  sera  syméti'îquc,  et  A  sera 
psendo- symétrique  d'écliellc  x  +  i . 

Exemple  :  on  a  (x=  to) 


■  aiitoitiai  =  8607004053  -t- 3504007068, 

(E.  Lemoine.) 

1528.  Soient  PA,  PB,  PC  les  trois  normales  menées 
d'un  point  P  à  une  parabole  donnée^  on  considère  les 
centres  O,  O*,  O",  C"  des  quatre  cercles  tangents  aux 
côtés  du  triangle  ABC. 

i"  Si  le  point  P  est  sur  la  directrice,  il  coïncide  avec 
l'un  des  points  O,  O',  O",  Q/".  Les  trois  autres  sont 
sur  ta  parabole,  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
normaux  à  la  parabole  donnée. 
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2"  Par  les  points  O,  O*,  O",  ty"  on  peut  faire  passer 
trois  hyperboles  équilatèrcs,  telles  t]ue  les  normales  à 
chacune  d'elles  en  ces  quatre  points  soient  concourantes. 
Les  trois  points  de  concours  Qi,  Qj,  Q}  sont  sur  ua 
cercle  concentiique  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
et  de  rayon  triple,  et  sur  les  rayons  de  ce  cercle  qui 
passent  par  les  centres  des  hyperboles  correspondantes. 
Pour  quelles  positions  du  point  P  les  trois  hyperboles 
sont-elles  réelles  p  L'une  de  ces  hyperboles  a  son  centre 
sur  l'axe  de  la  parabole.  Si  le  point  Q  correspondant  est 
sur  cette  parabole,  l'hyperbole  correspondante  passe  par 
le  point  P. 

3°  En  général,  quel  est  lulieu  du  point  P  tel  que  l'une 
des  hyperboles  précédentes  passe  par  ce  point  P  Quel  est 
le  lieu  du  point  de  concours  Q,  du  centre  de  l'hyper- 
bole, des  points  O,  Cf,  O",  0"'P 

4°  Quel  est  le  lieu  des  points  Q,,  Qa,  Qg,  si  le 
point  P  décrit  une  droite  donnée  P 

(J.  HiDiKinD.) 

1529.  Trois  droites,  issues  des  trois  sommets  d'un 
triangle,  déterminent,  sur  les  côtés  opposés,  six  seg- 
ments tels  que  la  difFéreure  entre  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  et  le  produit  des  trois  autres 

est —777- { -7- )  Imn.  Dans  cette  expression.  A,  a,  &,  c 
désignent  l'aire  et  les  cotés  du  triangle  donné;  A',  a', 
i'jC*  l'aire  et  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois 
droites;  /,m,  nies  segments  de  ces  droites  compris  entre 
les  sommets  et  les  côtés  du  premier  triangle. 

{E.   CESAItO.) 
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SIIR  U  COSSmcTION  DES  COIWS  lOIVT  LtOlIlTION 
IST  tOXHËE  EN  COORMHiSÉES  POUIRES 

[.m.  (')l; 
Tah  m.  Ci(.  BIEMLER. 

6.  Nous  supposerons  d'abord  que  lëquation   de  la 
courbe  soit  donnée  sous  la  forme 

p_r(»)    on     »-/<»), 

en  posant  -  =  il. 

Soient  <i>  =  a,  u  ^  a  les  coordounées  d'un  point;  nous 
allons  chercher  la  forme  de  la.courbe  autour  de  ce  point. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  u  =  a,  u^  a  du 
la  courbe  u  =  /*((>>)  s'obtient,  comme  l'oit  sait,  en  éga- 
lant â  zéro  le  déterminant 

/(a)       cosa       sin,    , 
|/(«)     -sina     ro.,  I 

ou  bien,  en  développant, 

u  =/(a)  cosC"  -«)+/'{«)  sin(<«-  a). 

Le  rayon  vecteur  de  la  courbe  est  donné  par 

u  =/{<«). 

La  difierence  entre  les  valeurs  de  u  qui  se  rapportent  à 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématique!,  î* série,  t.  III;  1884. 
Ana.dr  Mathémal.,  ï' itrie,  t.  IV.  (Aïril  iNK5.)  I  I 
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la  courbe  et  q  la  droite  est  donc  donuée  par  l'expression 

*(t.>)=/(a>)-/(a)co»(w-»)-/'(a)sin(u.-a). 

C'est  le  sigDc  de  la  fonctioa  ^(t»)  pour  des  valeurs  de  u 
voisines  du  a  qui  donne  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact.  Or  <!>((■>)  s'annule  pour 
<o  =  x;  sa  dérivée 

*'(<«)=/(<..) +/{=.)sin(<..~a>-/'(a)cos(«-«) 

s'aniiuliiégaletnciit  pour  (ij=:  et;  mais la^érivée  seconde 

*'(  w)  =/-(u>)  +/(«)  Cos(«  -  a)  +/»  sin(  <«  -  a) 

devient  égale  Uj'°[a)-^-f[ii.)  pour  w  ^  a. 

Supposons  ([ue  ^►"{a)  =_/""(!!} +y(a)  soit  une  quan- 
tité dillurcute  de  zéro,  et,  pour  fixer  h-s  idées,  suppo- 
sons-la positive  :  on  pourra  trouver  une  quantité  angu- 
laire s,  telle  qu'entre  a.  —  e  et  a  +  s  la  fonction  *'((■)) 
ait  le  signe  de  ^''(a)  et,  par  suite,  soit  positive;  la  dé- 
rivée ^'  (  M  )  est  donc  croissante  dans  tout  l'intervalle  de 
a  —  £  à  a  H-  s>  et,  comme  elle  s'annule  pour  u  =  a,  elle 
est  négative  quand  w  varie  de  a  —  e  à  a  et  positive  de  a 
à  a-l-c;  la  l'oucliou  4>((ij)  est  donc  décroissante  entre 
a  —  £  et  a  et  croissante  entre  a  et  cc  +  e,  et,  comme 
elle  s'annule  pour  bi  =  a,  elle  est  positive  de  a  —  e  à  <t 
et  de  a  il  a  +  e.  La  courbe  se  trouve  donc  tout  entière 
d'un  même  côté  de  sa  tangente  dans  le  voisinage  du  point 
de  contact;  et,  dans  l'bypothèsc  faîte,  le  rayon  vecteur 
de  lataiigenleremportesurcelui  delà  courbe;  par  suite, 
ta  coui'bo  est  concave  vers  le  pôle. 

Ou  arriverait  à  la  conclusion  inverse  si  l'on  supposait 

r'est-n-dire  qiir.  Hnns  ce  cas,  la  courbe  serait  convexe 
vers  le  pAIe. 
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7.   Supposons  maintenant 

et  calculons  la  valeur  de  *"(«). 
Or 

■I'-(to)=/"(<o)-/(a)sin(o.-(t)+/(«)co!(w-«). 

par  suite, 

*"{,)=/"(«)+/'(=). 

Supposons  cette  quantité  difTérente  de  zéro,  positive 
par  exemple.  Dans  ce  cas,  on  pourra  trouver  une  quan- 
tité angulaire  e,  telle  qu'entre  a  —  e  et  «H- e  la  fonc- 
tion *™((d)  conserve  le  même  signe  et,  par  suite,  soit 
positive.  ^'[<a)  est,  dans  ce  cas,  croissante  entre  a  —  e 
et  et  +  E,  et,  comme  elle  s'annule  pour  co  =  a,  elle  est 
négative  entre  a  —  e  et  a  et  positive  entre  a  et  a  4-  c  ;  la 
l'ouctîon  *'(<i»)  est  donc  décroissante  entre  a  —  setaet 
croissante  entre  a  et  a  -t-  e,  et,  comme  elle  s'annule  pour 
w^oL,  elle  est  positive  dans  tout  l'intervalle  de  a  —  t  à 
a  +  e;  par  suite,  4>((i>)  est  croissante  dans  tout  cet  in- 
tervalle, et,  comme  elle  s'annule  pour  id  =  a,  elle  est 
négative  entre  a  —  e  et  a  et  positive  entre  a  et  a  -f-  e.  La 
courbe  est  donc  convexe  vers  le  pôle  entre  a  —  s  et  a  et 
concave  entre  a  et  a  -H  e.  Le  point  w  ^  a,  u  =  a  est  un 
point  d'inilexion. 

La  discussion  précédente  fait  donc  voir  que  les  points 
d'inflexion  d'une  courLe  sont  donnés  par  l'équation 

/(>u)+/'(a.)  =  o 


<ï)'- 


Elle  montre,  de  plus,  que,  si  la  première  des  dérivées  de 
la  fonction  *(ti>)  qui  ne  s'annule  pas  est  d'ordre  pair 
a[i,  la  courbe  est  convrse  vers  le  pôle  autour  du  point 
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(u^a,  u  =  a,  si  *'*l*'(œ)<^o,  et  concavesi  4>'*i^(a)||>o. 
Si  la  première  des  dérivées  de  la  fonction  ■{■(u)  qui  ne 
s'annule  pas  pour  û  =  at  est  d'ordre  impair  a  [x  +  i ,  le 
point  considéré  est  un  point  d'inflexion,  et  il  .sera  tou- 
jours possible  de  préciser  la  forme  de  la  courbe  autour 
de  oe  point  d'après  le  signe  de  *"!'+"  (a), 

Kous  avons  supposé  que  l'équation  de  la  courbe  est 
donnée  sous  la  forme 

Si  l'équation  de  la  courbe  était  F(  u,  u)  r=  o  non  résolue 
par  rapport  à  u,  il  est  possible  de  déterminer,  d'après  ce 
qui  précède,  la  forme  de  la  courbe  en  un  point  u  =  a, 
w  =  a;  car  les  quantités  /(a),  /'(a),  . . .,  pV-{«), 
/'t^+'(a)  qui  interviennent  dans  la  discussion  précé- 
dente peuvent  être  tirées  de  l'équation  de  la  courbe  ;  ce 
sont  les  quantités  u',  u",  .'. .  qui  sont  fournies  par  les 
égalités 


Toutefois  ce  procédé  n'est  plus  applicable  quand  FI,=  o. 

Supposons    l'équation  F{u,  w)  ^  o  algcbrique  et  de 

degré  m  eu  u,  et  proposons-uous  de  construire,  dans  le 

cas  précédent,  cette  courbe    autour  du  point   u^a. 

Posons,  pour  cela, 

l'équation  de  la  courbe  dcv  ietidra 

I  o  =  eF;„(a,a}  +  VF;(a,<.) 
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ou  bien 

(a)  o  =  *(a,  E)  + V*,(I,t)^...+  V„.*™(a,0- 

Si    FÙ(ii,a)  =  o    cl    Fu(a,a)go,  les   deux    fooetious 
4>(a,  e),  4>,(a,  ï)  sont  divisibles  par  e,  et,  par  suite, 
quand  £  tead  vers  zéro,  deux  des  racines  de  l'équation  (a) 
tendront  vers  zéro. 
En  désignant  par  V,  et  Vj  ces   deux   racines,    par 


V, 

„  les  autres. 

,  ona 

k*v,"- 

^  ^^ 

■!■.(«,■) 

VTv;'*"' 

^v„-,v. 

■■•.(■,■) 

JL 

_^  _'_ 

rF-„„(a,.) 

^-.(,,.)-^ 

S|  est  la  somme  des  quantités  y  H---'+y-'  «t  S»  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes  quantités, 
(p(K,  e)  et  i|«(a,  e)  sont  des  fonctions  qui  renfermeitt  e  en 
facteur. 

De  ces  formules  on  tire  la  suivante  : 


(^-^)' 


FL.(o,!<j 


6(«,  e)  renfermant  e  en  facteur. 

Les  racines  V,  et  Vj  ne  sont  donc  réelles  qu'autant 
que  e  est  de  signe  contraire  à 

par  suite,  si  Fl>  (a,  a)  est  ditl'érent  de  zéro,  la  courbe  se 
trouve  tout  entière  d'un  même  côié  du  rayon  OA  mené 
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SOUS  l'angle  «,  et  le  signe  de  la  foiicliuii 

FU",  «) 
indique  de  quel  c6t«  se  trouve  la  courbe.  La  formule  qui 
nous  donne  la  somme  ^  +  ç,-  nous  montre  que  cette 
somme  est  finie;  par  suite,  comme  V,  et  Vj  tendent  vers 
zéro,  îls  sont  de  signes  contraires. 

Si 

la  courbe  a  la  forme  représentée  {/îg-  g)- 

On  obtient  une  branche  MAM'  tangente  à  OA  et  uou 


une  branche  analogue  à  NAN',  car,  dans  le  triangle  PAM 
obtenu  en  prenant  OP  ;^  OA,  le  rapport  ^^  a  pour  li- 
mite zéro  quand  t  tend  lui-même  vers  z^ro. 

Si  Fu{fl,  a)  est  nul  en  même  temps  queFI,{a,  a),  le 
point  u  =  a,  <o  =  a  est  un  point  double. 

Dans  ce  cas,  l'équation 

devient  une  identité  pour  u  =  a,  u  =  a;  mais  ta  sui- 
vante, à  savoir 

F'u.-i-aH'K^„-i-«'>F;,.  =  o, 
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donne,  dans  uv  cas,  les  valeurs  de  u'  au  nombre  de  a. 
L'équation  suivante 

■FÛ.-t-3«'FÛ.,,-i-3u'*F;i,„-i-u'M--;;.+  3u'(F;,«-Hu'Fl.)=o 

donne  la  valeur  de  u"  correspondant  à  chaque  valeur 
deu'. 

La  méthode  indiquée  pour  traiter  le  cas  où 

FUa,  »)  =  o 

peut  s'appliquer  à  la  discussion  générale.  Mais  nous  ne 
l'e^tposerons  pas  ici,  et  nous  allons  passer  à  la  construc- 
tion de  la  courbe  autour  de  ses  points  à  l'iniiiii. 

{A  suivre.) 


mn  SUR  l'N  THÉORÈME  D'ABEL  RELATIF  Al\  SÉRIES 
ET  SUR  l\  BÉYEIOPPEMEKT  E\  SÉRIE  SOI]VE\T  UTILE  EN 
ASTRONOMIE; 

P*ii  M.  A.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Considérons  une  série,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances positives  et  entières  d'une  variable  z,  et  conver- 
gente tant  que  le  module  de  z  reste  inférieur  à  un 
nombre  R.  Abel  a  montré  que  si,  pour  une  valeur 
Z^Re"'  de  z,  la  série  est  encore  convergente,  sa 
somme  A  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de 
la  série  quand  on  donne  à  z  une  suite  de  valeurs  dont 
les  arguments  sont  tous  égaux  à  «>,  tandis  que  leurs 
modules,  inférieurs  à  R,  tendent  vers  cette  limite. 
'  Dans  le  tome  V  de  son  Journal,  Liouvîlle  expose  une 
démonstration  du  théorème  d'Abel,  due  à  Dirichlet, 
mais  qui  présente,  au  moins  dans  la  forme,  une  împer- 


itizec  .y  Google 


(   i6o) 
fection  analogue  a  celle  (ju'ou  repiucliait  aux  auvieiines 

démonstrationsrelalivesà  laliniitedc  I  i -^ |      :  on  y 

considère  un  nombre  qu'on  prend  d'abord  fini,  puis  on 
le  fait  croître  indéHniment,  ce  qui  ùte  toute  neUeté  an 
raîsonneoieni;  une  simple  modification  de  l'analyse 
de  Diriclilet  nous  fournira  une  dénionstralioii  élémen- 
taire et  tout  à  fait  rigoureuse  du  tliéorème  d'Abel. 

D'un  autre  coté,  quelques  géomètres,  parmi  lesquels 
on  pourrait  citer  un  de  nos  maîtres  les  plus  savants,  se 
sont  demandé  si  l'on  ne  peut  pas  regarder  comme  évi- 
dent, ou  du  moins  démontrer  en  (juclques  mots,  le  théo- 
rème d'Abel  ou  intime  un  llu'uièiiie  i)lus  jjeiiéial  com- 
prenant celui  il'Abel,  et  qu'on  pourrait  énoncer  ainsi  : 

Quand  une  scric,  dont  Ions  /<«  Icrmas  sont  des  fonc- 
tions continues  d'une  variable  rèetUe  .r,  (■((  convergente 
tant,  que  x  ne  dépasse  pas  un  nombre  X,  sa  somme 
varie  d' une  manière  continue  avec  x,  même  yuand  j: 
atteint  lu  limite  X. 

Un  exemple  nous  prouvera  que  cette  proposition 
n'est  pas  vraie;  donc  la  démonstration  intuitive  à 
laquelle  j'ai  fait  allusion  est  insuffisante  et  l'on  ne 
pouvait  apporter  trop  de  soin  à  bien  établir  le  tliéorème 
d'Abel;  mais,  de  plus,  j'explique  la  discontinuité  de  la 
série  que  je  considère,  et  ce  n'est  pas  sans  jeter  quelque 
jour  sur  une  des  propriétés  les  plus  singulières  des 
séries. 

L'application  du  tliéorème  d'Abel  à  des  séries  conve- 
nablement eboisics  donne  des  identités  plus  ou  moins 
remarquables;  je  prendrai  comme  exemple  le  dévelop- 
pement en  série,  entière  par  rapport  à  z,  de  la  valeur, 
de  6  qui  est  définie  par  l'équation 
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fl  <]ui  se  i-éduil  à  o  pour  3  =  0.  O-t  (^xfRijtle  est  choisi, 
moins  en  vue  de  l'égalité  fournie  par  le  théorème 
d'AbcI,  que  parc«  qu'il  me  donnera  l'ocoasion  de  cal- 
culer explicitement  les  coefûcients  de  la  série  par  une 
méthode  avantageuse  ;  la  formule  que  nous  obtiendrons, 
moins  simple  et  moins  étudiée  qu'une  formule  analogue 
de  Delambre,  est  au  moins  aussi  utile  en  Analvse  et  eu 
Astronomie. 

Commençons  par  démontrer  le  théorème  d'Aliel. 
Soit 

uo+  n,3+  Ui^^-l-..  .-i-  UpS"-!-... 

la  série  considérée  :  nous  supposons  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  It,  elle  a  une 
somme  S,  et  pour  z  =  Z  nue  somme  A.  Si  l'on  pose 
UpZP^^  Vp,  on  a 

Pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  <CR,  mais 
dont  l'argument  est  le  même  que  eehiî  de  T.,  on  aura 
z  ^  ),Z,  A  étant  un  nombre  réel  compris  entre  o  et  1 , 
et  la  somme  de  la  série  pourra  s'éerire  ' 

S  =  l'o -t- P,  ),  +  ^,  >.' ^^  .  .  . -H  l-p  Xp  + .  .  . . 

Pour  établir  le  théorème  d'Ahel ,  il  sufilt  évidemment 
de  prouver  que,  si  l'on  prend  1  —  X  sulïisamment  petit, 
le  module  de  A  —  S  sera  inférieur  à  un  nombre  donné 
quelconque  e.  Nous  y  parviendrons  en  transformant 
convenablement  l'expression  de  S. 

Je  désigne  par  A^  la  somme  des  p -+•  1  premiers 
termes  de  la  série  (i),  et  par  Xp  le  reste  correspoudaril, 
de  sorte  qu'on  a  A  ^  A^  -t-  a.p,  et 

Vp  =  ftp —  Ap_i,     v„  =  A». 

Dans  S,  remplaçons  y»,  f,,  .  .  .,  v„  par  h'S  valcuis  indi- 
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quéc-s  vi-dessus,  ut  ap|icloiis  p,n  la  soiiitne   Je  tous    les 
ternius  (jui  suîveut  ie  m  +  i"""  tui-me  de  la  série,*  m 
étant  un  entier  que  je  laisse  provisoirement  arbitraire^ 
on  aura 

S  =  Ao+(Ai— Ao)>.  +  (Ai— Ai)3i>-i-...+  (Am  — A^+O^^+pm 
=  (i— i)(A,+  A,X+...-i-A„_,À"«-')-(-  A^l-n-f-p™. 

J'introduis  encore  un  auti'â  entier  /i,  que  j'assujettis 
d'abord  à  la  seule  cuiidiiioB  de  ne  pas  dépasser  m  ;  puis, 
dausla  parenthèse  qui  multiplie  (i  — X),  je  remplace  les 
coeilicieiits  A^,  à  partir  de  An  inclusive  meut,  ].>ar  leur 
valeur  A  —  api  il  vient 

S  =(i— ).)(Ao+  A, X-H...-!-A„_, }."-') 
-t-(i—i)A(i''+X"+'-i-... +  ),'"-') 
—  (l  —  >,)(a„  ).''  +  .,.+ a„_,X«-i)  +  A™X«4-p„; 

le  deuxième  terme  du  second  membre  se  réduit  à 

AX"— AX"=  AX"  — (A„-l-9,„)X"'; 

les  termes  Xm'^"  et  —  A^ï"  se  détruisent,  et  sî  de  A  ou 
retraiictie  la  valeur  obtenue  pour  S,  il  vient 

(  A—  S  =  A(i—  X"l— (I—  X)(A,-H  A,  X  -H...+  A„_i  X»-') 
<>>     )  _(,-X)(c„X»+..,H-.,„_,X'"'0-H=™Xm-p„. 

Le  module  de  A  —  S  est  inférieur  à  la  somme  des 
modules  des  cinq  termes  qui  forment  le  second  membre 
de  l'équation  précédente;  clierchons  des  limites  supé- 
rieures de  ces  modules.  Soit  B  le  plus  grand  des  modules 
de  A,  Ao,  Al,  Aï,  . . .  ;  comme  ou  a 

,_X'.=  {,-X)(n-X  +  X'  +  ...+  X''-i)<n(i-X), 

le  module  du  premier  terme  du  second  membre  de  (2) 
est  <;nlï{i — X);  le  module  du  terme  suivant  est  évi- 
demment inférieur  à  la  même  limite;  ensuite,  si  ^  est  le 
plus  grand  parmi  les  modules  de  o-m  <^H+iy  •■•^le  mo- 
dule du  troisième  terme  que  nous  avons  à  considérer 
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(I— l)p(i''-l-  X"+<  +  ...-h  ^^"-1)=^  p)."—  P>'"<  ^  — pX"; 

lemoduledu  quatrième  terme  est  <[  ^^"i  et  en  ajoutant 
au  module  du  cinquième  terme  les  limites  supérieures 
que  nous  venons  d'obtenir  pour  les  modules  des  quatre 
premiers  teruies,  on  trouve 

(3)  rood(A  — S)<2nB(i— X)4-p-t-niodp„. 

Ctla  posé,  déterminons  n  de  telle  sorte  que  les  mo- 
dules de  «y,,  etn^i,  ■  •  • ,  et  par  suite  ^,  soient  inférieurs 
à  jE,  ce  qui  est  possible  puisque  la  série  (i)  est  conver- 
gente; on  peut  aussi  déterminer  m  de  telle  sorte  que 
mod  pm-<  îE,  quel  que  soit  X  entre  o  et  i  ;  m  sera  peut- 
être  beaucoup  plus  grand  que  n,  mais  il  sera  lini, 
comme  e;  entiii  prenons  \  assez  voisin  de  l'unité  pour 
que  nB(i  — î.)  soit  <^^£.  L'inégalité  (3)  montre  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  X  qui  satisfont  à  celte  condi- 
tion, le  module  de  A  —  S  sera  moindre  que  s,  ce  qui, 
comme  je  l'ai  dit,  démontre  en  toute  rigueur  le  tliéo- 
rème  d'Abel  sans  que  nous  ayons  eu  une  seule  fois  à 
parler  de  l'inlinî. 

Pour  être  nette  et  élémentaire,  la  démonstration  pré- 
cédente ne  laisse  pas  que  d'offrir  une  certaine  complica- 
tion, et  l'on  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible 
d'établir  en  quelques  mots  soit  le  théorème  d'Abel,  soit 
le  théorème  plus  général  dont  j'ai  parlé.  Considérons 
une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  conti- 
nues d'une  variable  réelle  x,  et  qui  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xg  et  X 
inclusivement;  on  peut  croire  que,  pour  toutes  ces  va- 
leurs, la  somme  de  la  série  sera  une  fonction  continue 
de  X.  En  effet,  dîra-l-on,  pour  toutes  ces  valeurs,   la 
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sérh:  a  une  somme  dclerminéo  qui  dépund  on    général 
de  X.  Soient  F(x)  cette  somme,  <f(x)  la  somme  des  n 
premicts  lermesde  la  série,  '!^{x)  le  resta  correspondant  ; 
ou  aura 

On  peut  prendre  n  assez  grand,  quoique  fini,  pour 
que  ^{x)  soit  inférieur  à  un  nombre  donnée,  si  petit 
qu'il  soit;  alors  ?(x),  étant  la  somme  d'un  nombre  li- 
mité de  fonctions  continues  de  x,  sera  lui-même  une 
Jonction  continue  de  x,  et  il  en  sera  de  même  pour  F(x), 
puisque  ^(jr)  est,  si  l'on  veut,  négligeable. 

Pour  prouver  l'insufiisance  de  cette  démonslration,  il 
suffit  de  citer  un  cas  où  le  théorème  censé  démontré 
tombe  en  défaut.  Prenons  la  série  qui  a  pour  terme  gé- 
néral 

''  "  4/>  —  3       4/1  —  1  ""  ,a^  * 

elle  est  obtenue  en  transposant  et  en  groupant  les 
termes  du  développement  bien  connu  de  L{i-|-J:")  sui- 
vant les  puissances  de  x  par  la  formule  du  Maclaurîn,  et 
représente  la  même  fonction  tant  qUe  niodx  <C'i  pour 


3       a  4"  — 3       in  —  ,        an 

On  sait  que  celte  série  est  convergente  et  a  pour 
somnie^L2;  ce  n'est  pas  la  valeur  de  L(i-f-x)  pour 
X  =  i,  et  la  série  considérée,  quoique  satisfaisant  aux 
conditions  du  théorème  que  je  discute,  est  discontinue 
pour  x=  I.  Le  théorème  pi-oposé  est  donc  faux,  et  le 
théoi-ème  d'Abel,  qui  en  est  un  cas  particulier,  ne  sau- 
rait être  presque  évident;  il  faut,  au  contraire,  pour 
l'établir,  examiner  les  choses  de  très  près. 

Ce  n'est  pas  tout  de  savoir  que  la  démonstration  criii- 
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quée  est  illusoire;  il  faut  eu  trouver  le  déi'aiit.  Coiisidi'- 
rons  deux  valeurs  de  x,  a  et  a  —  /i,  h  élant  une  très 
petite  quantité;  pour  que  ^{a)  ut  A((ï  —  /i)  soient  ïn- 
lérieurs  à  un  autre  nombre  très  petits,  il  faut  prendre 
pour  n  une  valeur  très  grande  qui  dépend  de  s,  a  et  h. 
Quand  x  varie  de  d  —  h  à  a,  chacun  des  ternies  de  f  (-i*) 
varie  d'une  quantité  très  petite,  en  général,  de  l'ordre 
de  /i;  mais,  comme  ces  termes  sont  très  nombreux,  il 
peut  arriver  que  leur  somme  ç  (  ^  )  varie  d'une  quantité 
linïe  ou  même  très  grande;  F  (a  —  h)  ne  sera  pas  très 
voisine  de  F((t),  et  la  série  sera  discontinue  dans  le 
voisinage  de  x  =  a. 

Dans  l'exemple  cité,  donnons  à  x  les  valeurs  i  et 
I  — 'h;  pour  de  très  petites  valeurs  de  A,  {i  —  h)P  est 
sensiblement  égal  à  e^p'',  et  la  valeur  de  Up,  en  y  iaisant 
x  =  i — A, diffère  peu  de  ; — [e~*P'' — e~^P^);  si  ph  a 

une  valeur  Qnie,   u„  est  de   l'ordre  de  -•  Pour    nue 

...  ^ 

iji(i- — /{}  soit  très  petit,  il  ne  faut  pas  qu'il  contienne 

beaucoup  de  termes  de  cette  espèce,  ce  qui  exige  évi- 
demment que  rA  soit  très  grand;  on  s'assure  aisément 
que  dans  ce  cas '^(i)  est  aussi  très  petit.  Cela  posé,  on 
peut  écrire 


la  différence  des  deux  premières  parties,  qui  sont  des 
valeurs  très  approchées  de  La  et  L(a  —  A),  est  très 
petite;  la  quatrième  partie,  iiiréricure  à  /(  fois  son  prc- 
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mier  tt-rme,  ou  sensiblement  à e""^,  l'St  très  pe- 
tite, puisque  nft  est  très  grand  ;  reste  la  troisième  partie 
qui,  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  diffère  peu  de  5L  a  : 
telle  est,  à  la  limite,  la  différence  entre  f{i)  cttp {' — '*)t 
ou  entre  F(i)  et  F(i  —  h),  et  qui  s'accorde  avec  un  fait 
bien  connu. 

Je  vais  appliquer  le  tliéorème  d'Âbel  à  la  série,  ordon- 
née suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  z,  dans 
laquelle  on  peut  développer  la  valeur  de  d  qui  satisfait 
à  l'équation  cosQ  =  cos^  4-  z,  et  qui  se  réduit  à  ^  pour 
*  =  o.  Le  tlicorèuie  de  Caucliy  montre  que  ce  dévelop- 
pement est  possible  quand  niodz  ^  1 —  mod  cos^;  dans 
ces  conditions,  je  développe  H  par  la  formule  de  Maclau- 
rin,  et  comme  6  =  arc  cos(<;os»-t-r;)i  eu  posantcoso  =  j:, 
tout  revient  à  calculer  les  dérivées  successives  de  la 
fonction  arccosjc,  que  je  désigne  par  (.  On  a  d'abord 
A  ^      -I  d*l  _      — j- 

le  moyen  qui  me  semble  le  plus  cominode  pour  avoir  la 
valeur  explicite  de  toutes  les  dérivées  consiste  à  déduire 
des  deux  équations  précédentes  l'égalité 
,.d't         dt 

Différentiant  n  fois  par  rapport  à  x,  on  trouve 

Si,  dans  cette  relation,  on  fait  successivement  n  égal  à 
I ,  a,  3,  . .  .,  on  pourra  calculer  de  procbe  en  proche  les 
dérivées  de  t  ;  on  trouvera  pour  la  n"''°'  dérivée 
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T„  étant  HO  polyiiànie  ^e  degré  n  —  i  en  x;  ou  verra 
même  aisémetit  que  '£„  est  de  la  forme 

(6)    T,=  (n  — i)!jT"-''4-Aiar»-"+...+  A^a*-*C-'+ 

En  vertu  de  ta  formule  (5),  la  relation  (4)  peut  s'é- 
crire 

-{:.n  +  0^^LT4'~^')''")-"'T„(i-T»)'"'  =  o; 

effectuant  et  réduisant,  on  voit  que  Tn  satisfait  à  l'équa- 
lion  dîfférentitlle 


,__^,„._,,^__ 


-(n-i)«T,= 


Celte  équation,  devant  être  identiquement  vérifiée 
par  le  polynôme  (  6  )  qui .  représente  T„ ,  permet  de  dé- 
terminer A|,  Âi,  ...;  à  l'aide  d'un  calcul  connu,  on 
U-ouve 

■  i)(n-a)...(n~a|x),. 


(ax4x6...ati)' 


-'("-!)!. 


et  l'on  a  tout  ee  qu'il  faut  pour  développer  6  suivant  la 
série  do  Maclaurin 

l  '  ""  ^  ~  Im^  ~  *^°'  "^  raina  Y  -  (^«"s>o  -t-  -j  j^j^  - . . . . 

■  -|^COS"    'Cf+  -  COS"    'f 

.  («— >---(»-j) 1    ^'■ 


Quand  on  donne  à  s  une  des  valeurs  limiles  indiquées 
par  le  théorème  de  Cauciiy,  par  exemple  i  —  cosy,  en 
supposant  f  compris  entre  n  cl  -.  on  ne  peut  savoir 
a  priori  si  la  série  (7)  sera  conveigentc;  mais,  dajis  le 
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cas  qiio  je  considère,  le  tenue  général  de  la  série  de- 
vienl,  en  faisant  toujours  ^  =  cos^, 

_  (I  —  coso)/'  dPt  _ 


en  vertu  de  cette  formule,  je  pois,  dans  l'équation  (4), 
remplacer  les  dérivées  de  t  par  les  m  correspondants,  ce 
qui  donne 


?>  - 


<» 

*i)(n  +  i)( 

-(- 

co.,) 

_(»  + 

)<»» 

+ 

)"«+! 

d 

où 

( 

+  c 

-'if^ 

«^ 

- 

"  + 

Celte  relation  montre  sans  ditlSculté  que,  pour  n  in- 
fini, lim  —^  =  ■  i  on  ue  peut  encore  décider  si  la  série 

con>idérée    est   convergente  ;    on   pose      ""^'  ^  i » 

on  désigne  par  a  la  limite  de  a  pour  n  infini,  et  si  dans  la 
dernière  relation  on  néglige  les  termes  très  petits  par 
rapport  à  -i  il  reste 


Après  des  réductions  considérables,  cette  relation 
donne  simplement  a  =  ^,  cequi,  comme  on  sait,  indique 
la  convergence  de  la  série;  celle-ci  représente,  d'après  le 
théorème  d'Abel,  ce  que  devient  6  pour  3^1  —  cosy, 
c'est-à-dire  zéro.  L'identité  obtenue  donne,  après  quei- 
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quesr 

ûductions  fatilcs, 

oco 

a*       '  "*"  4  cosi  J  ip  "** 

+     cos'-'ç-t- 

a-iKn-i) 

a' 

pour  (p  ^  -.  on  trouve  une  formuleconnue  : 

11  ^        _i_         1.3  1.3.5 

2       '■^■a.3  "'"a.4.5  "*■  3.4.6,7  "*■•"■' 

Mais  je  oe  m'étendrai  pas  davantage  sur  ces  divers  ré- 
sultats. 


SIS  LES  POIIVTS  D'IKPLEXIOni  DES  COURBES  III  TROISIEHE 
ET  DU  QUATRIÈME  DEfiRÉ; 

Pau  m.  J.-B.  POMEY. 

I.  Je  sup|>ose  qu'une  courbe  du  iroUîème  degré  ait 
un  point  d'inûexion.  Eu  prenant  ce  point  pour  ori- 
gine, l'équation  de  la  courbe  sera 

(I)  ^"^-j'S  =  o, 

où  s  désigne  un  poljDÔme  du  secou<l  degré. 

Les  équations  x*^0  et_7S  =  o  sont  oelles  du  deux 
courbes  du  troisième  degré,  et  la  courbe  proposée  passe 
parleurs  points  d'intersection.  Cette  courbe  peut  être 
considérée  eomme  la  limite  de  la  courbe 


lorsque  a  et  ce'  tendent  vers  zéro.  Si  doue  l'axe  des  j- 
coupe  S  en  deux  points  A  et  B,  la  conique  a  trois  points 
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communs  ea  A,  ainsi  qu'en  8,  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré.  Elle  lui  est  oscuiatrice  en  A  et  en  B. 
Comme  cinq  points  déterminent  une  conique,  il  y  a 
donc  cette  relation  entre  les  courbures  aux  points  A  et 
B,  que  la  conique  tangente  en  A  et  oscuiatrice  en  B  est 
oscuiatrice  en  A.  La  forme  (i)  de  la  courbe  reste  la 
même,  S  variant  pourtant,  lorsque  l'axe  des  y  vieut  à 
changer  de  direction.  Si  A  devient  un  deuxième  point 
d'inflexion,  la  conique  oscuiatrice  en  A  doit  se  décom- 
poser en  deux  droites,  dont  l'une  est  la  tangente  en  A; 
donc  l'autre  droite  est  oscuiatrice  en  B,  c'est-à-dire  que 
B  est  lui  même  un  point  d'inflexion.  Donc  deux  poiuts 
d'inflexion,  dont  l'un  est  réel,  déterminent  une  droite 
qui  passe  par  un  troisième  point  d'inflexion. 

2.  L'équation  Fj  ^j  '  P,  -|-  xQj  ^  o,  P|  étant  iiomo- 
gèue  et  du  premier  degré  eu  x  etjj',  Qj  liomogéne  et  du 
troisième  degré  en  .r  et  _/,  e*t  l'équation  d'une  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  un  point  d'inflexion  à  l'ori- 
gine. De  plus,  Qj^  o  est  une  courbe  du  troisième  degré 


qui  a  sur  l'axe  des  x  trois  points  c 


s  avec  Fi  = 


en  tliacun  des  trois  points  où  Q^  ^=  o  coupe  F,  =  o.  Si 
deux  de  ces  points  sont  inflcxionncls,  le  troisième  l'est 
aussi.  Dune  : 

Théorème.  —  SI  une  droite  passe  par  trois  points 
d'inflexion  sut-  une  courbe  du  quatrième  degré,  elle 
la  coupe  encore  en  un  tjuntrième  point  d'inflexion. 
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iVUUlTIOil  GEOItTRIOUB  M  LUITtGlUU 

Par  m.  N.  GOFFART. 


La  forme  du  dénominateur  conduit  iiaturcllei 
considérer  un  triangle  OBC,  dans  lequel 

OC  =  i,     OB^ar,     BOC  =  a, 


/\ 


VÉv\ 


ei  ou,  en  conséquence, 

CB*=  I  — aarcosa  +  3-ï. 

Soit    pris  BB'=  dx,   et  abaissons    la    pcrpeudic 
iaire  CH-,  faisons 


il  Tient 
Eo  outre 

HCB  =  f, 

df  =  BCB'. 

CH  =  sin2  =  BC5inB, 

BB'  = 

.     .     BG          .     BC      ■  . 

La  différentielle  sous  le  signe  J"  est  donc 
1  — aa:cosa-H3-*  CB'  ' 
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L'intégrale  devant  èire  prise  rclaliveincnt  à  x  de 
—  i  à  +1,  soil  OA  =  OA'=OC;  il  en  résulte  que 
l'intégrale  cliercliéc  est  la  somme  des  éléments  angu- 
laires BCB* compris  entre  CA'  et  CA  :  c'est  donc  l'angle 
droit 

A'CA= -- 

La  seconde  figure  montre  que,  l'angle  a  étant  compris 
entre  it  et   an,  les  accroissements  df   sont  négatifs; 


l'angle  BCB'  est  engendré  dans  le  sens  opposé  à  celui  de 
la  première  ligure,  en  sorte  que  l'intégrale  est,  dans  ce 

(i«i  lé  paiement  donc  on  a 

/(«)=  5     poar     afnr<a<(an-i-i)it, 
/(a)  =  -^     pour     (271  — i)Tr<a<anit; 

d'où  l'on  conclut  que  la  fonction  /^( a)  est  périodique. 
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SUR  LES  FONCTIONS  UOMOGEIVES  DE  DEUX  POLVNOillES  11 
ET  V.  PREMIERS  E\TRE  EO  ET  DE  MÊME  DEGRÉ  m  x\ 

Par  m.  L.  MIRMAN, 
Élive  du  Ijcée  Saiot-Louis. 


Soient  deux  poljnômes  U  ei  V  premiers  entre  eiix, 
et  de  degré  m,  et  soit  une  fonction  homogène  et 
entière  deJ]  et\ 

F(U,V)=U/"+A,U''-tV-f-...+  Ap_,  UV*^'-hA^Vp; 

les  racines  communes  aux  équations  UV — VU'=:o 
(U'.  V  étant  les  dérivées  de  U  et  V)  et  F(U,  V)  =  i. 
sont  racines  multiples  de  cette  dernière. 

Réciproquement,  si  la  fonction  homogène  I''(U,  \) 
n'a  pas  en  11  et  \  de  fadeur  multiple  (aV  -i-  h\  )* ,  les 
racines  multiples  de  l'équation  F{U,  V)=o  sont 
racines  de  U\'  —  \U=o. 

En  effet,  la  dérivée  peut  s'écrire 

F'=/.U'^'U'+...-(-Ai[(/.  — A)Up-*-iU'V* 

+kVP-*\*-iV']-h...-<-pJi.pVP-'\'. 

Soitaune  raciuecommuneàF  =  oetàllV  —  VU'^o. 
Soient  u,  v,  u',  v'  les  valeuis  des  polynômes  correspon- 
lianLs  pour  cette  valeur  particulière  de  la  variable;  h  el  c 
sonl  différents  dezéro,  car,  si  u  était  nul,  l'equalion  F^  o 
montre  que  t-'devrail  l'être  aussi,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  U  et  V  sont  premiers  entre  cus. 

t)it  peut  donc  écrire 
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Rcmplaijoiis  u'  d  /  par  luurs  valeurs  daus  Ja  dérivée  F'; 
nous  aurons 

F'=  lpuP-\-... ■+■  k^.[(p  —  k) /uP-*y*-H  it/uP-*y*]^. ... ^php 

ou 

F'=lpF, 

et,  oomine  F  ^  o,  on  a  aussi  F' =:  o;  donc  celle  racine  a 
ainiule  la  dérivée  F':  c'est  donc  une  racine  multiple 
de  V. 

Récipro(|uemenl,  soit  a.  une  racine  multiple  dt^F;  je 
dis  <jue,  pour  celle  valeur,  on  a 


-  =  /,     -=f  +  A; 

je  vais  démontrer  que  k  est  nul. 

F.n  effet,  en  rempUçani,  dans  F',  u'  et  »/  par  ces  va- 
leurs, on  aura 

Ipup-h  \,[{p—t)luP-'v-^{l-hh)up~'i/]-h... 

-hXt[{p—k)lur-i=v*--hk(_i+k)uP-^t*]-i-...-\-(l+h)pvP=a. 


P  -\-h(\,uP-'v+-i\,uP-*v*-h...-t-i:\kUP-'^v^--h...-hp\pVP)  = 

Comme  F  est  nul,  il  suSit  de  démontrer  que  la  quantité 
entre  parenthèses  est  difTérenlc  de  zéro;  il  sufiil  donc 
lie  faire  voir  que  ce  polynôme  entier  en  x, 

*  =  \iVp-'V-h...-hkfn.VP'''Vt+:..+p\^yp, 

ne  peut  avoir  de  racine  commune  avec  le  polynôme  F. 
Eu  eifel,  posons 
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uous  poHvoiis  i-crîi'« 

F=  \P(pP-t-\,pP-'-t-...-t-A.ipP-t-t-...-i-\p), 
*  =  V''(A|p/'-i  +  aAipP-'  +  ,,.  +  A.\ipP-*+...  +  pA,). 
Or,  supposons  (jue  F  et  4>,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
jiuis<]ue  V  iif  peut  ètreuul  dans  ces  couditions,  que  les 
([uantîtés  entre  crochets  s'annulent  toutes  deux  pour 
j7  =  a,  c'est-à-dire  pour  p  ^  ?.  Désignons  ces  poly-. 
nomes  entiers  en  p  pary(p)  et  »(?)■  On  vériiîcra  faci- 
lement que  l'on  a  identiquement 

p/(.?)=  ?f  !.?)+?(.?)■• 
doDC  cette  valeur  p  =  P  annulerait  y"'(p)  {')  et  serait 
racine  multiple  dey(p).  Si  donc  nous  supposons  que 
y(p)n'a  pas  en  p  de  racine  multiple,  c'est-à-dire  que 
F(U,  V)  n'admet  pas  de  facteur  de  iorme  («U  -J-AV)*, 
F  et  <!>  ne  peuvent  avoir  en  x  de  racine  commune; 
donc  /*;=  o,  et  la  racine  multiple  considérée  «annule 


Corollaire.  —  L'expression  \J\'  —  VU',  où  U  et  V 
sont  des  polynômes  de  degré  m,  est  de  degré  nm  —  a  ; 
donc,  si  la  fonction  homogène  F  (U,  V)  satisfait  à  la  con- 
dition énoncée,  réquationF(U,  V)^  o,  de  degré /j  en  U 
et  V,  de  degré  mp  en  x,  ne  peut  avoir  en  x  plus  de 
3(fn —  t)  racines  doubles,  quel  que  soit  p. 

-iutre  corollaire.  —   L'expression 
UV-VU' 

[lescoeflicients  deU  et  V  étant  tels  que  Fait  ^[ni —  i) 


itizec  .y  Google 


racines  doubles]  p«ul  s'écrire 

kîTTw      ■ 

M  éunt  une  constante,  eif{  x  )  un  poljndme  entier  en  x 
do  degré 

m/.  — 4/?n-4    ou    m{p  —  i)+i. 

Cette  proposition  est  une  généralisation  d'un  tliéo- 
renie  de  Jacobi  <]u'on  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si  l'on  considère  l'expression 

UV  —  VU' 


/AU'+llUV'  +  Gljn'-t-DUV'+EV» 

et  qu'on  détermine  les  coefficients  de  U  et  V,  de  façon 
i/ue  le  poljnôme  sous  le  radical  ait  toutes  ses  racines 
doubles,  saufiftiatre,  l'expression  peut  s'écrire 


Cas  particuliers  : 

i"  Toute  racine  double  de  aU  -j- AV  =  o  est  racine 
deUV— VU'=o. 

2"  Toute  racine  double  de  aU^-h  a6UV-t-cV"  =  o 
est  racine  deUV — VU'=o  si  b'  —  oc  est  r^o. 


rORNIILBS  GÉNÉRALES  REUTIYBS  AUX  IIÏTfifilUUS 
DÉriNieS  ET  INBÉPlNfES; 

Vm,  m.  l.-a.  mony. 


I.  Considéi'ons   une  functton  y{((,  c,  w,  .  ■ .)    de   n 
quantités  h,  c,  m;   . . .   qui  varient  simultané  ment  en 
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satisfaisaot  aux  relations(i) 

(Il  «  =  X(^),     v=^(z),    ,^  =  4,(--) 

où  z  est  une  variable  indépendante.  Sî  l'on  donne  à  z  un 
accroisBemcnt  dx,  u,  c,  w,  . . ,  ont  pour  dilTérentielles 
/tu,  dv,  Hw,  . . . ,  et  l'on  a 

i/(.,..«,...)-#<i«*j'f*+/rf«+.... 

■^  du  dv  dtv 

S)  l'on  intègre  entre  les  limites  z,  et  Zj  et  si  l'on 
nomme  u,,  c,,(V|,  .. .,  et  u,,  c,,  wj,  . . . ,  les  valeurs 
correspondantes  de  u,  c,  iv, . . . ,  on  a 

en  supposant  que  dans  la  fonction  ^  on  a  remplacé  v, 
w,  . . .  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ii  tirées  des 
équations  (i),  que  dans  la  fonction  ^  on  a  remplacé  «, 
«■,...  par  leurs  valeurs  un  fonction  de  v  tirées  des 
équations  (i),  ....Mais  la  valeur  d'une  intégrale  dé- 
finie étant  indépendante  du  nom  donné  à  la  variable  qui 
se  trouve  aous  le  signe  / ,  on  peut  remplacer,  dans  cha- 
cune des  fonctions -j^t  _/j  -T-i  ■■■>  les  variables  u,  f , 
aa     av     dit' 

w, . . .,  qui  entrent  alors  isolémenldans chacune  d'elles, 
par  une  même  vai-iable  jr.  On  a  ainsi  une  relation 
entre  n  intégrales  déQnies,  qui  [lerinet  d'obtenir  l'une 
d'elles,  lorsque  l'on  connaît  les  n  —  i  autres.  Les  li- 
mites Ut,  Ut  de  l'une  des  intégrales  sont  arbitraires, 
mais  leur  choix  détermine  celles  des  autres  intégrales. 
La  connaissance  de  h  —  i  de  ecs  intégrales  sous  forme 
iiidéfinre  permet  d'obtenir  la  n'"""  sous  la  même  forme; 
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Oïl  n'aura  en  «iït'l  ([u'à  remplacer  u^  par  x  dm 
iiiuli;  (3),  ctc(;tle  formulo donnera 


i 


df 


dx 


H  l'aide  des  autres  intégrales. 
Si  les  relations  (  i  )  sont 

«  =  -,    i>  =  T(*),     «^it(z),     ..., 
ou  simplement 

(3)      .  r  =  ç(«),     «■  =  4.(u),     ..., 

ce  ejui  revient  à  prendre  11  comme  variable  indépen- 
dante, la  relation  (2}  devient  (4),  endésignanlpar*  la 
fonction  Inverse  de  y,  W  la  fonction  inverse  de  'j'i  ■  •  -  = 

//("t-''i, '«-î,  ...)-/{«i,''i,  "'1, -..) 
^/  "£[^.T(n'!'{^)-.-]rf.f 

Celle  formule  (4)  «si  notre  formule  fondamentale; 
en  olioisissant  convenablement  les  fonctionsy,  ^,  '|', , . ,, 
elle  donne  des  théorèmes  intéressants  c{ui  font  l'oltjet  de 
ce  travail. 

II.  Considéi-ons  en  particulier  le  cas  où  il  n'enli-e 
<jiio  deux  <juaQtitcs  u  et  c  dans  la  fonction^. 

Posons  d' abord /(u,  c)=HXf  avec  v  =  's[u). 

La  formule  (4)donne,  en  y  remplaçant  ((■  par  Xi, 
lit  [lar  Xt, 
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I)e  la  formule  (5)  on  déduil  ce  théorème  important  : 

Théouême.  —  Si  l'on  connaît  l'intégrale  définie 
d'une  fonction  '^{x)  entre  certaines  limites  x,  et  x,, 
on  en  déduit,  l'intégrale  définie,  entre  les  limilet 
!p(x,)  et  sp{x,),  de  la  fonction  inverse  'b[x)\ 

Et  aussi,  en  vertu  d'une  remarque  faite  plus  Jiaut,  ce 
théorème  encore  plus  utile  : 

TuÉonÈHe.  —  Si  l'on  cannait  l'intégrale  indéfinie 
d'une  fonction  ^{x),  on  en  déduit  immédiatement 
celle  de  la  fonction  inverse  f{x). 

On  peut  donner  de  la  formule  (5)  une  démonstration 
géooiétri(]ue. 

Considérons  la  courbe  représcniée  par  l'équation 
_y:=(p{x)  eu  coordonnées  rectangulaires.  Soient  x,,y, 
et  Xj,  _/,  les  coordonnées  des  points  M,  et  M,  de  la 
courbe,  P|  et  P,  les  pieds  de  leurs  ordonnées  et  Q,  et  Q, 
les  pieds  de  leurs  abscisses;  on  a  évidemment,  si  O  est 
l'origine  des  coordonnées, 

surface  M, P,OQ,  — surface  Ml  PiOQ, 
=  surface  M ,  P,  Pj M,  +  surface  M,  Qi  Q,  Mt  ; 

la  relation  (5)  u''estque  la  traduction  analjrtiquc  de  cette 
égalité. 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  examinons,  la  rela- 
tion (3)  prend  la  forme 


(6) 


UjCt — Mii'i=   /      vdu+  j 


supposons  que  la  relation  qui  unit  u  k  v  soit  symétrique, 
on  en  tirera 

M  =  ^{..).    o  =  f{u); 

les  fonctions  ^  c[  4>  seront   les  mêmes;   nous   aurons 

Digitizec  .y  Google 


/ 


{ '»«  > 

alors  une  rulatïmi  (6)  entre  deux  intégrales  définies  ne 
difTéranlque  par  leurs  limites.  On  en  déduit  îinmédiale- 
ineiit  la  relation  (7)  entre  des  intégrales  îndéGnîes  ;  dé- 
signant par  I{x)  l'intégrale  indélîuie  /  f(x)dx, 
(7)  I(j^)-!-lfç(3-)|  =  3:D(3-)-(-const. 

Il  n'est  pas  nécessaire  pour  obtenir  des  relations  ana- 
logues n  (6)  et  (y)  quu  les  fonctions  ^  et  *  soient  les 
mêmes,  il  suflit  que,  par  des  changements  de  variables, 
des  intégrations  par  parties  ou  par  tout  autre  procédé, 
1H1   puisse  ramener  à  une   môme  forme   /  !f{x)dx  cl 

4>(x){/x,  ces  intégrales  ne  différant  après  cette  ré- 
duction que  par  les  limites  entre  lesquelles  elles  sont 
prises. 

III.  Si  l'on  fait  d'autres  lijpotbèses  sur  ta  forme  de  la 
fonction  f{u,  r),  on  obtiendra  des  formules  de  transfor- 
mation analogues  aux  précédentes,  et  leur  choix  plus 
ou  moins  heureux  donnera  des  résultats  plus  ou  moins 
intéressants. 

Posons  d'abord  y"(u,  1')=  -  avec  v  =  <f(u),  la  for- 
mule (4)  donne,  en  j  remplaçant  u,  par  x^  et  u,  par Xj, 
la  formule 

et,  pour  les  intégrales  indéfinies,  la  formule 

j     _     j-,     _    /•'  dx    _    r'^'''^(i)dr_ 

mais  la  formule  (8)  peut  être  écrite  sous  la.  forme 

(10)  '''^-^'^  _  ''''-'l' ^  r*"'' i^  _  /""' '''<-^'  ^j., 
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les   deux  intégrales  /— r—  et  / — ~  dx   se    ramèitenl 
donc  ï&difieremment  l'utie  à  l'autre. 

Posons  encore^(u, t')^  y/ûxi<i/v  avec  v=:f{u),  ou 
oblieot  uue  formule  qui  permet    de   ramener  l'une  » 

l'autre  les  deux  intégrales  f  \/~ —  àx et  / i/  dx. 

Posons  enfin  y{u,  f)=  uxLf  avec  t'^ij.{u),  ou 
obtient  une  formule  qui  permet  de  ramener  l'une  à 
l'autre  les  deux  intégrales /L[ç(x)Jf/j:  et  1 — ^  dx. 

On  peut  varier  à  l'infini  les  hypothèses  sur  la  forme 
de  la  fonction  J"^  chacune  de  ces  hypothèses  donnera 
naissance  à  des  formules  analogues  aux  précédentes. 

On  peut  aussi  combiner  entre  eux  ces  divers  procédés 
de  transformation,  et  transformer  ainsi  une  intégralti 
d'une  infinité  de  manières. 

On  peut  enfin  considérer  des  fonctions  J"  de  plus  de 
deux  variables,  on  obtient  des  relations  analogues  aux 
précédentes  où  entrent  plus  de  deux  intégrales. 

IV.  Revenons  à  la  formule  (3)  qui  nous  a  servi  de 
point  de  départ.  Dans  le  cas  particulier  d'une  fonction 
de  deux  variables y(u,  u),  on  a 

I/(Mt.  "•)— /(Ml,f|) 

Supposons  que  la  relation  qui  unit  c  à  m  suit  c  =  u  ; 
en  remplaçant  dans{i  1)  u^  et  fj  par  Xj,  u,  et  v,  par  j;-,, 
il  vient 
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Djnc,  si  une  fonction  de  la  variable  j:  peut  èlrc  coiisî- 
dJrée  comme  la  dtirîvée  paiiielle  par  rapjwrt  à  u  d'une 
fouction  connue  /{u,  v),  lorsqu'on  faîl  dans  celle  dé- 
i-ivéc  parliclle  u:^^^^:,  on  obtiendra  immédiate- 
ment l'inlégralc  indéfinie  ou  définie  entre  certaines 
limites  de  la  différentielle  formée  par  celte  fonction 
multipliée  par  dx,  si  l'on  connaît  l'intégrale  indéGnie 
ou  l'intégrale  déiînîc  entre  les  mêmes  limites  de  la  diflë- 
rentielle  partielle  d(t  f{u,  v)  par  rapport  à  l'oi'i  l'on  fait 
après  la  dififérentialion  n  =  v  =:x.  ■ 

Ce  iliéorèmc  donne  un  mode  de  Ir  ans  formation  plus 
général  que  celui  do  l'intégration  par  parties,  qu'il 
comprend  d'ailleurs  dans  le  cas  particuliei-  où 

Lorsqu'on  aura  à  cberclier  l'expression  d'une  inté- 
grale /  o{x)c/x,  il  faudra  remplacer  dans  la  fonction  o 
la  lettre  x,  soit  par  u,  soit  par  y,  de  telle  façon  que  la 
fonction  que  l'on  substituera  ainsi  à  f{x)  puisse  être 
<ronsidérée  tomme  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  u 
d'une  fonction  connue  dont  la  différentielle  partielle 
par  rapport  à  c,  où  l'on  fera  »  =  c  =  x,  sera  facile  à 
intégrer. 

Les  considérations  qui  précédent  s'étendent  facile- 
ment à  des  fonctions  de  plus  de  deux  variables 

/(u,v,  «>,...). 

On  arrive  à  cette  conclusion  : 

Pour  intégrer  une  différentielle  cp(a;)(/j:,  on  peut  y 
remplacer  la  lettre  x  convenablement  par  les  lettres  u, 
K,  IV, . . .,  de  telle  sorte  que  cette  différentielle  soit, 
après  cette  substitution,  la  différentielle  partielle  par 
rapport  à  h  d'une  fonction  connue  donl  les  autres  diffé- 
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reiitielivs  paitivlli-s  relalivus  »  v,  iv, ...  suit^nt,  lorsqii'd 
y  fait  u  =f  =  H>^..,=^x,  faciles  »  iiiiégrur. 


I  L'ENVBLOPPK  DES  IROITES  QUI  COIJPKKT  DEUX  CERCLES 
niRMOMQUEMEM; 

ï'iR  M.  u.  PICQUKT. 


J'ai  démQnlrédansmaOéométrieariafylique{ii.5oS), 
c'cinme  coDséqueDce  de  propriclés  des  invariants  coni- 
muDS  à  deux  coniques,  que  Cenveloppe  des  droites  qui 
coupent  deux  cercles  harmoniquemertt  est  une  conique 
nyant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  et  tan- 
gente aux  tangentes  à  ces  cercles  en  leurs  points  d'in- 
tersection. Kn  voici  une  autre  démonstration  qui  n'a 
peutH^tre  pas  été  remarquée. 

Soient  O  et  ty  les  centres  des  deux  cercles,  îl  et  IV 
leurs  rayons,  A  et  U  leurs  points  d'inlcrscctton  supposés 
réels  :  d'après  la  déiiaition  de  la  conique  en  question, 
le  cercle  O",  lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes, passe  par  les  points  A  et  lî.  Cela  posé,  soient 
a  et  ^  les  points  d'iuLersectîoii  d'une  tangente  quel- 
conque de  cette  conique  avee  le  cercle  O,  soient  f  et  à 
ses  points  d'intersection  avec  le  cercle  O».  Projetons  le 
point  O  en  C  sur  cette  droite;  C  est  le  milieu  de  a^  et 
appartient  au  cercle  O".  On  a  doue 

CÔ'  -4-  CÔ'  ^,^î  -+-  ,\ïï''  -  FI' ■+  R'' 

R'-CO'^CÔ'-H''. 
nu 

Ca  -C-(.C',.  .:.((.  F.  r». 
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A'.  B.  —  Celte  démonstration  ne  préjuge  i-îcn  sur  la 
réalité  des  points  x,  ^,  y,  o  ^  elle  prouve  que,  quoi  qu'il 
arrive,  ils  sont  conjugués  harmoniques.  Mais  on  sait 
qu'alors,  si  deux  points  conjugués  sont  imaginaires  con- 
jugués, les  deux  autres  sont  nécessairement  réels  :  il 
suit  de  là  qu'un  des  deux  couples  a^,  yS  est  toujours 
réel. 

Si  les  points  d'intersection  A  et  B  des  deux  cercles 
étaient  imaginaires,  il  est  clair  qu'aucune  droite  réelle 
ne  pourrait  rencontrer  les  deux  cercles  en  quatre  points 
harmoniques. 


SUR  m.  IDENTITÉ  ALGÉBRIQUE; 

Pau  m.  WEILL. 


Je  me  propose  de  trouver  quatre  polynômes  entiers 
satisfaisant  à  T identité 

X* Y  +  Y« Z  -H  Z>  li  -(-  U» X  =  o. 

En  posant 

Y  =  XX,     Z=[xX,     U  =  pX, 
on  a 

X  +  ).i  [i  -i-  (l' p  +  f  *  =  n  ; 
d'où 


1  — 4;*((i«p-*-p' 


)=KS    \=  -^ 


^?±L 


^._(,(Kt-i)=L«,    p  ^^ 

Un  peut  écrire  la  dernière  équation  sous  la  forme 
11»— l.>=  ]i(Ki— I). 
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On  satisfera  à  cc-tlc  relaiion  si  l'un  prend 

d'où 

A  ces  valc'nrs  correspoiid^-nt,  pour  p  ri  À.  1rs  valc  iirs 
,_  A  -  A'  |.t'  ,_  ^>  —  l^ 

y  _     \tfih  —  I  .,       —  A'  -  n*A 

■'  ^C^h'^W      '■  '^       :jiA'-!-i      ' 

.    Si  l'on  associe  une  des  valeurs  de  p  avec  une  des  va- 
'  leurs  de  X,  successivement,  on  oljtieut  quatre  systèmes 
de  solutions.  Considérons  le  système  p',  V. 
Il  donne 

d'où 

On  peut  poser 

XAi— 7,^  P(X  ^A'Zi, 
A«/.ïP=  R\, 
et  l'on  a  successivement 

Z(PA»+i)=  X(/i'-  P), 
X  =  g(PA'-M), 
Z  =  Q(AS-  P). 
AîQï(A»— P)>P  =  Hn(pAM   I). 

Q  =  S([>A'-hi), 

ii  =  SA'p</iï-n», 

—  UX  _  — X[X  — A'Z  -HSAP(/i'-P)ij 
AZ  Z  ~"     ' 

d'où,  t;n  i-emplaeaut  XetZ  pai-  leurs  valeurs. 

.S--.T(A'-  F'). 

^«n.  rff««(*™-(..3'  s^rii-.  t.   IV.{,Vïril   iHH.'i.j  l3 


\=  - 
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On  [>i!Ut  faire,  d'ailleurs,  T~i.  et  l'on  obtK'iil  les 
l'ornmlcs  suivantes  : 

I  X  =  (A'— P)(PA>-(-i)», 

=  _(PA>+i){p3A+3PAï  — A»-t-t), 
[   U  =  A(Aa- P)(P>A+ÎPA'-A'-Hi), 
Si  l'on   remplace  X,Y,  Z,  U  parleurs  valeurs  dans 
l'identité  proposée,  on  obtient 

(A)  A(P-Ai)>-i-(PA»+i>>  =  (i  +  A»)(P«A  +  3PA»-A»  +  i). 

L'identité  (A)  va  nous  donner  des  résultats  relatifs  à 
certaines  équations  indéterminées;  et  d'abord,  elle 
donne  une  infinité  de  solutions,  avec  un  paramètre  arbi- 
traire \,  de  l'équation 

Ce  sont 

x  =  \  —  a*, 

;  =  X'a-i-3Xaï~a'-(-i. 
De  même,  l'équation 

^+j'»  =  (i  +  a>i)a 
admet  comme  sotuiiuns 


Dans  l'identité  (A)  [xisons  P=  x/t*  et  disposons  de  a 
de  manière  que  la  fonction 

P'A-^3PA'  — A»+j 
soit  cari-é  parfait  ;  on  trouvt^  a  =:  i ,  solution  illusoire,  et 
a  =  {;  on  en  déduit,  après  quelques  transformations  et 
en  posant  A*  =  rr,  l'identité  fort  simple 
(II.  15-1-  i)'— 373'.  .fi-:  ttis-  81'. 
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De  cette  identité,  résulte  une  solution  d'une  classe 
d'équations  indéterminées  ;  a  et  m  ^tant  deux  entiers 
quelconques,  l'équation 

a  pour  solution 

-r  =  — Sa"", 

3  =  a""— 8. 
L'éfpiatiiin 

admet  <;oiiime  solntton 

j-=  — Sa»". 

y  =  4  4-a!»"'+i, 

Enfin  l'equation 

ax^-^-y'  ^  (i  -I-  a^'t-*^')z* 
admet  comme  solution 

7  =  4-1-  a""+', 
s  =  a^m+i  _  8. 

L'i<lentilé-{  B)  se  généralise  eu  remplaçant  z  par  -  cl 
donne 

(C1  (z-i~it)'~i7ts^  =  (z^t)(z-8t)< 

Elle  fournit  une  solution  de*nouvel]es  équations  Indé- 
terminées, que  l'on  forme  aisément,  et  qui  sont 

3J-(-6j'  =  6(1-1- **«"")*', 
a»  ar' -!-_>■•=  è(T  + a""*')-**, 
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Reprenons  l'étadc  du  système  p',  V  et  la  vsleiir 

On  peut  poser 

XA»-Z  =  RX, 
A»Z>R=  S(X+A«2). 

En  développant  les  calculs,  on  arrive  à  une  solution 
très  simple  du  problème  et  qui  est  donnée  par  les  for- 
mules 

1  X  =  P(i-hPA>), 


(") 


]  Z  =P'(i-t-  fh'), 
f  U  =  AP(i  — AP'). 


Le  .système  p',  X'  donne  la  solution 

i'  X  =  (PAi-i-i)», 
Y  =  — A(PA«-f.|](P>-+- A), 
Z  ={PAi-i-i)(A'— P), 
V  =  A(P»A4-3PA»~A'-(-i). 
Le  système  f",  X"  donne  la  solution 
(  X  =  I  — A'Z, 
(IV)  I  lI  =  iA'Z-A-Z>(A'-i-iV 

(  Y  =  — aA^Z-i-A*+AZ'(A'+i)- 
Toutes  ci's  formules,  dans  lesquelles  P  et  k  sont  des 
quantités  quelconques,  peuvent  se  généraliser  en  rem- 
plaçant P  et  A  par  W  et  g  )  et  supprimant  ensuite  le  dé- 
nominateur commun  ;  il  ne  restera  plus  qu'à  remplacer 
A,  B,  C,  I)  par  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  des 
variables  quelconques,  pour  avoir  des  systèmes  de  solu- 
tions comportant  une  très  grande  indétermination;  de 
U  on  pourra  tirer  un  nombre  indéfini  de  nouvelles  iden- 
tités algébriques. 
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SUR  QUELOUBS  ÉOUATIONS  rNOÉTERlINËES; 

Par  m.  WEILL. 

I.  Soit  l'équalion 

ax*  +  by*  =  a'P+i, 

daus  laquelle  a,  b  al p  sont  des  enliers  donnés  quel- 
cunques.  Posons 

3  =  au'  4-  bl*, 

iious  pourrons  jroser 

à- /â  +  ^iV^  =  ("/«+*(■/*)*''■*■' 

eL  prendre 

r  =  u>P-^<aJ'— Cip+,A(«u'P-'<iP-' 

-+- CJpn  A'/*w»'-'a''-*+ .. ., 
J'=  C',j,4.,«*''aPf— Cîp+i  n"^*aJ^'è^+ 

On  a  ainsi  un  système  de  solutions,  avec  deux  entiers 
arbitraires  u  et  (,  de  l'équation  proposée  qui  présente 
une  grande  généralité. 

II.  Soit  l'équation 

m  étant  uu  .entier  quelconque. 
Posons 

nous  pourrons  poser 
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el  prendre 

j- =  C;„  «""-1  (- Cî,  «"■-»('*-(-... , 

et  l'un  a  an  système  de  solutions,  avec  deux  entiers  arbi- 
traires u  et  t,  de'  l'équation. 

III.  Soit  l'équation 

A  et  j\  étant  deux  entiers  positifs  donnés. 
On  a 

;rt  =  (^VA  +  N){7'/Â-N).  " 
Posons 

«  =  («.-,s  +  ,)(..Va-(). 

d  ou 

(>— Aii«=N,     i(u=j. 

Considérons 

^i-i-7t  A  =  (ri/Â  -H  J7,)«  =  (u/À+  /)".', 

ajp+rpv^  =  {«/*  + ')"■"'■ 
On  voit  que,  si  l'on  connaît  une  solution  entière  u,  t 
de  l'équation 

(»— Au'=  a, 

on  eu  déduira  une  solution  entière  x,  y  de  l'équation 

puis  une  solution  entière  j:,  ,  j^t  de  l'équation 

j-i_A7»=N', 

puis  une  solution  Xj,  j'a  de  l'équation 

it_  A7'=  N', 
et  ainsi  de  suite. 
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Eu  partîuuliur,  nos  formules  doniivut  une  suite  de  so~ 
lulioiis<lo  l'é<]uaUoii 

j-t_.\^i=i. 

t]uand  on  connaît  une  première  solution  ;  soïeut  x  ^  a, 
_j-  =  P  retlc  solution  ;  p  étant  un  entier  quelconque,  les 
valeurs  z^,  ^^,  données  par  l'égalité 

formeront  une  solution;  et  les  valeurs  N^Xp  et  ^''^p 
formeront  une' solution  de  l'équation 

Un  connaît  l'application   des  fractions  continues  à 
l'équation 

IV.  Soient  des  quantités  successives  a,  ai,ai, ..   , 
liées  par  la  relation  récurrente 

Posons 

<t' —  Au'  =  I,    _yi  =  aaw, 
<i,  =  AH>-(-o'=a<*>  — I, 

(I»-*-j',v'Â  =  (<i,-(-j',/a)», 
d'où 

01  =  aj  +  Aj'î  =  aaj  i—  i         . 

et 

at  +  yt^X  =  («  v'Â-f-a)»', 
a,=  A'u'  +  6a'AM>+a*  =  (a'  — 1)> -H  6o>(ia«  — !)-+-«'. 


Eu  posant 
on  aura 


Op  =  (A«>)"+Cî„'»*CA«»)«-'-H..., 

ap  =  (o«  — I)'n^-CU«'{'»'-l)'"-'-^■■■ 
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Ou  pciil  ra|n»roclu;r  celte  formule  du  celle  qui  doiiiu; 
le  développement  de  cosniip  en  fonction  de  sin^  et 
cosç,  tiré  de  la  Ibrmulc  de  Moivre  dans  le  cas  particu- 
lier où  m  esl  une  puissance  de  a  ;  mais  le  procédé  acLuel 
pour  trouver  la  valeur  de  ap  est  airraucliî  de  la  considé- 
ration des  imaginaires.  On  trouve,  en  développant, 


-5  1(2 


V.  En  remplaçant,  dans  la  lui  de  récurrence  indi- 
quée, np,  ap_,,  .  . .  par  \ap+  ^,  \ap,.,  +  §,  on  voit 
que  l'équation  aux  difréreucis  finies 

.         o{n)=A[<p(n-i)J'+B  =  {«-.)+C 
peut  s'intégrer  au  moyen  du  développement  de  coswy 
en  fonction  de  coss,  quand  on  a  la  relation 

(Considérons  encore  des  quantités  a, ,  «a,  . .  . ,  Up,  liées 
par  la  formule  de  récurrence 


,  s'obtiendra  eu  fonction  de  a*  par 


eloppeii 


HZ.-,    le  résultat  trouvé 


uljsiste  étîdeinnient,  même  quand   n,    est  plu: 
ud(pu;  t.  c'est  ;'i-diic  quelconque. 
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En  posant 

I  voit  que  l't'quatioi) 


s'iutègre  au  moyen  du  développement  de  cosmo  en  foiir- 
lioii  de  cosïi. 

On  ^ut  continuer  l'application  de  ce  procédé.  On 
généralise  les  formules  précédentes,  en  remplaçant 
o(n)  par  une  fonction  rationnelle  ou  mi)me  irration- 
nelle de  '}(«),  ou  (lésignantpar  '!{«)  une  fouctîoii  nou- 
velle, et  l'on  arrive  ainsi  à  former  des  étjuations  aux 
dinerences  finies  que  l'on  intègre  par  le  procédé  in- 
diqué, et  dont  l'intégration  directe  présente  des  diffi- 


APPLtC4TtO\  B'ri\  PROCÉDÉ  PARTICULIER  1  LA  RECHERCHE 
DE  L'I\TÉIJRALE 

Par  U.  J.-B.  I'OMKY. 

Je  ehendie  '-*  /  / vrï~a'  Ku  intégrant  par  rapport 

il  a,  j'obtiens  suecessivenu'ut 

L'intégration  en  z  c.kI  alors  facile,  car  on  a  successiie- 
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donc  on  u 

r  r  3.did%  I  I 

V./  0-^  ,.=')'  =  i  -  "  '''  """^  ^  -^  '^''"^'- 

Eii  <t«^rivanl  par  rapport  à  :t,  il  vient 

En  faisant  a  =:  i ,  il  vii;nt 

r     ^3  r  a 

vt  le  problènii-  d'intégration  csl  rt^solu. 


(iÉNÉRAUSATION  D'll\  THÉORÈME  D'ALGÈBRE; 

Pab  m.  X.  ANTOMARI, 
Prnrc9seur  de  Mathémaliques  spéciales  au  lycée  de  Kennes. 


r.laatdonnûsdenxpol^nàmesentiersenjT  et  premiers' 
ciilit;  eux,  U„,  et  V„,  de  degrés  respectifs  m  et  n,  on  dé- 
montra dans  la  théorie  dti  plus  grand  commun  diviseur 
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algébrique  qu'il  existe  deux  polyiiàincs  entiers  en  x,  X 
et  Y,  tels  que  l'on  ait  identiquement 
(0  U„X+V,Y  =  i. 

JNous  allfins  démontrer  qu'il  existe  deux  polynàmes 
entiers  en  x,  X  et  Y,  tels  que  l'on  ait  plus  généralement 
l'identité 
(»)  (J„X  +  V„V=/{r), 

dans  laquelley(;r)  est  un  polynôme  entier  en  j:  de  de- 
gré m  +  /t  — '  1  au  plus,  luaU  non  identiquement  nul. 
Soient,  en  effet, 

L-m  =  ai,x""  H- a, ?■'«-' +  .,.  +  «„, 
Vn=  baX"  +  biX"-^  + . ,  .-\-  i„, 

Par  hypothèse,  l'un,  au  moins,  des  coefficients  Ca,C|, ..., 
Cnt+n_i  est  différent  de  zéro. 
Posons 


puis  identiGons  l'expression  Ub,X+V„Y  avecy(jr). 
Wous  obtenons  ainsi,  pour  déterminer  m-t-n  indéter- 
minées, a»,  x,,  ....  a„_,,  ^0?  ^11  ••■■,  ^n-i)  Iss 
ni  -^n  équations  linéaires  et  non  homogènes 

Remarquons  que,  dans  ces  équations,  le  déterminant 
des  inconnues  est  le  résultant  des  deux  équat  jons  Um  ^  o, 
V„^  o,  qui  n'ont  aucune  racjne  commune  par  hypo- 
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tlièse.  Il  en  résulte  que  ces  ëqualîoas  sont  vériijées  par  " 
un  système  unique  de  valeurs  des  inconnues.  Ces  in- 
connues ne  sont  d'ailleurs  pas  toutes  nulles,  puisque 
l'une,  au  moins,  des  quantités  Cg,  e,,  C3,  ...  n'est  pas 
nulle.  Il  résulte  de  là  que,  pour  un  polynôme  donné 
/(jt),  il  existe  un  couple  unique  de  polynômes  X  et  Y, 
véritiant  l'identité  (2). 

Observation.  —  Lt  résultat  qui  précède  peut  servir  : 
1°  Â  établir  simplement  l'identité 

que  l'on  rencontre  dans  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles; 

a°  A  calculer  les  coefficients  dans  la  décomposiUon 
'des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  notam- 
ment dans  le  cas  des  racines  imaginaires. 

Nous  nous  contentons  de  signaler  ces  deux  applica- 


KI'R  LE  COErrtCtE\T  BB  STABILITE  DBS  MASSIFS 

(Eiirailii  d'une  IcUrc  à  M.  Deiwhainpï); 
Par  m.  E.  CKSARO. 


....  Soit  P  la  résultante  des  forces  extérieures,  qui 
agissent  sur  un  massif  de  poids  Q,  reposant  sur  un  plan 
horizontal.  Considérons  la  section  faite  dans  le  massif 
par  le  plan  PQ.  Soient  respectivement  {fig.  1)  O,  V,  T 
les  points  où  le  plan  de  base  est  rencoulré  par  les  forces 
Q,  P  et  par  leur  résultante.  Soit,  enfin,  A  le  pied  exté- 
rieur du  massif,  autour  duquel  on  suppose  (jue  celui-ci 
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iratl  à  tourner,  sous  l'action  de:  P.  Posons 
OX=x,    OV^lr,     0T=6j-. 


i^. 


.  / 


On  sait  que  le  coefficient  de  stabilité  s'exprime  pai 
.le  Mal.illl.-'       _  qV 


momenl  de  renvcrsem 

leiii        l\y3!--xjs\ni 

'     9 

Or  loi  triangles  scmblaUu 

s  UOT,  IISR  doiiiienl 

Q-t-Psiiw- 

),.rl«n5,- 

d'où 

Ox  ■  ' 

Q 

Psini 
Consequemmen  t 

U)  N  = 


■  ...  La  formule  (i)  peut  être  vcritc 


OA.VT  _  (OT  +  T-\)(V\-u.\T^  _         OV.AT 
OT.VA  "  OT.'VA  -  -  I  -+-  ïjfTXv- 


U  en  résulte  que  l'excès  du  coefficient  de  stabilité 
iur  l'unité  est  égal  au  rapport  anharmonii/uc  des 
]wnts  O,  T,  A,  V.  Cent  eomlusiun  est  très  iinporlaiitc. 
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KlJe  est  Ivpolut  du  départ  d'une  sérii:  de  uonstructions, 
avant  pour  but  de  redierclicr  graphiquetâent  l'épaisseur 
à  donner  à  la  base  d'un  massif,  etd'évïter ainsi  l'emploi 
gênant  d'une  équation  de  second  degré.... 

....  Toule  ponctuelle  de  quatre  éléments,  telle  que 
OTAV  ipg.  ay,  représente  donc  un  certain  massif.  Or 


que  deux  ponctuelles  projectivcs  ont  mc^me  rapport' 
anbarmoniquc,  et,  réeiprcKjuemeiit,  deux  ponctuelles  à 
rapports  anharmoniques  égaux  sont  toujours  projet*' 
tives,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  les  déduire  l'une  de 
l'autre  par  une  série  d'opérations  projectivcs.  Il  en  ré- 
sulte que,  si,  d'un  centre-  quelconque,  tel  que  V,  on 
projette,  sur  la  droite  3',  la  ponctuelle  OTAV;  puis, 
du  centre  U',  sur  la  droite  Ô,  la  ponctuelle  obtenue 
CT'A'V,  enCyT"A''V,  etc.,  toutes  ces  poiiciuolles  re- 
présentent des  massifs  dtU'ércnts,  maïs  possédant  tous  le 
même  degié  de  iiUbilrté.  1téeipro<]uement,  si  l'on  consi- 
dère, surle  terrain,  les  ponctuelles  représentatives  d'une 
suite  de  massifs,  olfraul  tous  le  même  degré  de  stabilité, 
deux  quelconques  de  ces  poneiuelles  sont  projectives. 

....  Aussitôt  <|ue  mes  occupations  me  le  permettront,  je 
vous  montrerai  eomuicnt  on  peut,  d'une  manière  simple, 
Utili.ier  les   propriétés  géuniétriques,  dont  je  viens  de 
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CairL-  un  rappel  rapide,  pour  le  tracé  gr»pliii|ii<'  d fit  di- 
mensions d'un  massif.  Le  problème  est  un  pou  plus 
compliqué  (]u'on  ne  1^  croirait  au  premier  abord,  et, 
bien  qu'il  admette  une  solution  générale,  celle-ci  ne  so 
présente  sous  une  forme  susceptible  d'application  pra- 
tique, que  si  l'on  a  atUîre  à  des  massifs  simples,  tels  que 
murs  droite,  à  section  verticale  rectangulaire,  trapé- 
zoïdale, etc.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  toujourSaPa- 
mener  le  cas  général  k  celui  où  le  massif  est  sonmiït  à  un 
effort  horizontal.... 

Dans  la  pratique,  on  fait  varier  ^  de  i,;»  à  •*.  La 

valeur  pratique  maxinia  du  coefticient  de  stabilité  cor- 
respond à  une  particularité  géométrique  întcrcssanic. 
En  effet,  on  reconnaît  itiimédiatcment  que /n />o/tc/((e//p 
représentatii'e  d'un  massif,  dont  le  coefficient  de  stabi- 
lité est  égal  à  2,  est  une  forme  hannoniifue.  Di-  wtti- 
propriété  résultent,  pour  le  cas  de  ÎN  =  -j.  de  grandes 
simplifications  dans  les  opérations  graphiques.  On  peut 
observer  que,  si  H  est  la  projection  de  T  sur  UV,  les 
angles OHT,  AHT  sont  égaux.  En  outre,  M  éiant  le  mi- 
lieu de  OA,  on  a 

MT.MV  =  MA';     .... 

....  Lapouctuelle  OTAV  étant  projetée,  du  centi-eU, 
sur  la  verticale  PR,  le  rapport  anliarmonique  se  réduit 
an  simple  rapport-^,-  On  a  donc  Pïl  =  N.PR'.  Réci- 
proquement, si  l'on  démontrait  directement  la  demièi'fi 
égalité,  on  atirait,  en  projetant  du  centre  U,  une  dé- 
monstration simple  de  tout  ce  qui  précède.  Or,  écrire  la 
condition  d'équilibre  stable,  en  -prenant  un  coefticient 
de  stabilité  N,  revient  à  écrire  la  condition  fyéi/uitibre 
strict,  en  ne  comptant,  pour  la  stabilité,  que  sur 
la  >''™«  partie  du  poids  du  massif,  c'csl-à-dire  en  sup- 
posant <[ne  l'on  aît  affaire  à  un  poids  Q*  =  ^  ■  Puisque, 
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dans  cftle  hypoihésf,  l'étjuîlibre  serait  sirict,  la  rcsiil- 
tante  des  forcL-s  P,  Q'  doit  passer  par  A.  On  a  donc  bien 

PjV  _  U^'      '^ 

Vu  ~  hit  ~  N' 

A  eause  de  â<^i,    la   formule  (i)  montre   que 

N>-s-  Si  l'on  voulait  s'astreindre  à  faire  tomber  le 
point  d'application  de  la  résultante  totale  à  l'intérieur 
du  noyau  central  de  la  base  du  massif,  on  devrait 
adopter,  pour  jV,  des  valeurs  trop  élevéï-s.  Ainsi,  dans 
le  cas  d'une  section  liorîzon  taie  rectangulaire,  on  devrait 
prendre  N^3  :  l'application  du  principe  du  noyau 
central  conduit  doue  à  des  consé(|uenees  trop  rigou- 
reuses. Aussi  peut-on  aflirmer  que,  dans  la  pratique, 
ce  principe  est  toujours  violé.  En  effet,  à  cause  de  N  ^  a, 
on  a  8  ^  ^.  En  prenant  Q  ^  i,  on  est  toujours  assuré 
de  la  stabilité   du   massif;    car    la   formule  (i)  devient 


N  =!! 


AV 


PlIBLICATIOXS  RÉCENTES. 

Géométrie  descriptive  pour  l'Enseignement  secon- 
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SUR  l\E  GÉ^ÉRALIS\TIO\  DES  PROPRIÉTÉS  RELATIVES 
Al  C8RCLE  DE  BROCARD  ET  AU  POINT  DE  LBWOINE; 

Par  m.  É1III.E  LEMO[Nfî, 

Ancien  élève  de  l'École  Polylecliniqne. 


§  I.  — M.  Brocard  a  ëtiidié  le  premier  les  propriélés 
de  deu\  points  remarquables  m  et  u'du  plan  d'un  tri- 
angle et  d'un  cercle  lié  avec  eux.  Il  définit  ainsi  (Nou- 
velles j^nnales  dé  Mathématit/ues: ,  question  H66, 
tome  XIV,  i8;d)  w  et  w'  :  u  est  le  point  tel  que  les 
angles  iiiAC,  wBA,  wCB  soient  égaux;  w'esl  le  point  tel 
queles  angles  w'AB,  w'BC,  w'CA  soient  égaux.  La  ques- 
tion  a  été  développée  par  le  même  géomètre  dans  la 
Nouvelle  Correspondance,  tome  III,  1877,  aux  Con~ 
grès  d'Alger  et  de  Rouen,  1881  et  i883,  dans  Mathe- 
,<ij,  etc.,  et  aussi  par  de  nombreux  travaux  de  géomètres 
étrangers.  M.  Brocard  avait  appelé  d'abord  ces  points  les 
points  segmentaires,  mais  le  nom  de  points  de  Brocard 
ajustement  prévalu. 

En  18^3  au  Congrès  de  Lyon,  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathémalitjues,  p,  364,  '873,  et  en  1874 
au  Congrès  de  Lille,  je  me  suis  occupéd'un  point  remar- 
r[uable  que  j'avais  appelé  centre  des  médianes  antipa- 
rallèles et  que  je  délinissais  ainsi  :  Le  point  où  concou- 
rent les  droites  qui,  partant  des  sommets  d'un  triangle, 
divisent  en  deux  parties  égales  la  partie  de  l'antiparal- 
lèle  au  c6té  opposé  qui  est  comprise  entre  les  deux 
autres  o6lés.  Depuis  ce  temps,  de  très  nombreux  travaux 
ont  pai-u  sur  le  même  sujet  tant  en  France  qu'en  Angle- 
terre, en  Allemagne  et  en  Belgique. 
Il  était  curieux  que,  dans  l'étude  relative  aux  points 

Ain.  .It  Jlathémal.,  3-  leric,  I.  IV.  (H>i   iRS3.)  >4 
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de  Brocard,  on  rencontrât  à  chaque  \uiiaal\e centre  des 
médianes  antiparallèles  et  réciproquement  ;  ce  qui  suit 
metlra  bien  en  lumière  la  raison  de  cette  liaison  intime. 
Dans  la  généralisation  que  nous  allons  faire,  nous  ne 
pouvons  conserver  le  nom  de  centre  des  médianes  anti- 
parallèles  f\\x\  n'aurait  plus  aucun  sens  ;  nous  adopterons 
le  nom  de  point  de  Lemoine,  que  MiM.  Neuberg,  Bro- 
card, de  Longchamps,  etc.,  nous  font  l'honneur  d'em- 
plnyer. 

1 .  Soient  K  un  point  du  plan  du  triangle  de  référence 
ABC  \x,y,  z  les  coordonnées  homogènes  de  K  ;  soîeata, 
p,  Y  les  points  on  AK,  BK,  CK.  coupent  BC,  AC,  AB.  Je 
pars  de  a  en  suivant  sur  le  périmètre  du  triangle  le 
sens  ABC  et  j'appelle  (x'  l'intersection  du  côté  CÂ  qui, 
dans  le  sens  ABC,  suit  BC,  avec  la  parallèle  menée 
par  a  au  troisième  côté  AB;  je  fais  la  construction  ana- 
logue, eu  marchant  dans  le  même  sens,  pour  les  points 
P  et  Yi  j'obtiens  ainsi  V  sur  AB  cl  V  sur  BC.  11  est  évi- 
dent que  les  droites  AV,  Bit',  Cv'  se  coupent  en  un 
même  point  va' . 

Les  coordonnées  de  (!>'  sont 

CSX,  axy,  bys. 


Je  pars  de  x  en  suivant  sur  le  périmètre  du  triangle 
le  sens  CBA  et  j'^pelle  v  l'interseciion  du  côté  BA  qui, 
dans  le  sens  CBA,  suit  CB,  avec  la  parallèle  menée  par  a. 
au  troisième  côté  AC;  je  fais  la  construction  analogue, 
en  marchant  toujours  dans  le  sens  CBA,  pour  les  points 
y  el  p,  et  j'obtiens  ainsi  [x  sur  AC  et),  sur  BC, 

Il  est  évident  que  les  droites  AX,  Bjx,  Cv  se  coupent 
en  un  même  point  (ii. 

Les  coordonnées  de  m  sont 

hyx,  czy,  ax=. 
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Pour  bien  distinguer  l'un  de  l'autre  les  points  w  et  w' 
nous  dirons  que  w'  est  le  point  dirocl  par  rapport  au 
point  R  et  que  m  est  le  point  rétrograde. 

Si  nous  prenons  pour  point  K  le  point  de  Lcmoïne 
proprement  dit,  point  qui  a  pour  coordonnées 


les  points  hi  et  <>>'  sont  les  points  de  Brocard. 

2.  Si  l'on  prend  un  point  K'  à  l'intérieur  d'un 
triangle  A'B'C,  on  peut  toujours  supposerquo  A'B'C 
est  la  projection  d'un  triangle  AKC,  tel  que  le  pointa, 
dont  K'  est  la  projection^  soit  le  point  de  Lemotne 
(centre  des  médianes  antiparallèles)  de  ABC.  En  efTet, 
six', jf'',  z'sont  les  coordonnées  de  K'  (A'B'C  étant  le 
triangle  de  référence),  la  conique 

^'3T+y<^-^  «'='?  =  " 

est  une  ellipse. 

■  Or  cette  ellipse  est  telle  que  «es  tangentes  en  A',  B', 
Cformeol  un  triangle  homologiquc  à  A'B'C,  K'  étant 
le  centre  d'homologie. 

Cette  ellipse  peut  toujours  être  regardée  comme  la 
projection  d'un  cercle  qui  est  alors  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  et  où  K.  est  le  point  de  Lemoine,  d'après  une  pro- 
priété connue.  Ce  théorème  fait  voir  que  toutes  les  pro- 
priétés projectives  des  points  de  Brocard  et  de  Lemoine 
s'appliquent  au  groupe  général  des  trois  points  K,  u, 
<i)',  formé  d'un  point  quelconque  K,  de  son  point  direct 
<•/  et  de  son  point  rétrograde  u,  et  réciproquement. 

Si  K'  est  extérieur  au  triangle  A'B'C,  il  peut  être 
regardé  comme  la  projection  d'un  point  K  associé  (voir 
la  Note  du  §  IV  )  du  point  de  Lemoine  dans  le  trianglu 
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ABC  et  les  propriétés  respectives  des  points  K,  <»,  <<>'  uv 
sont  pas  modiiîécs. 

Nous  niions  donner  dans  ce  qui  suit  les  principales 
propriétés  des  points  K,  w,  w'  et  les  expressions  très 
remarquables  qui  représentent  les  droites,  les  coni- 
ques, etc.,  liées  au  groupe  K,  w,  «';  comme  cas  parti- 
culier, en  prenant  pour  K  le  point  de  Lemoine,  nous 
aurons  ce  qui  se  rapporte  aux  points  de  Bi-ocard. 

Dans  tout  le  Mémoire,  nous  poserons,  pour  abréger, 
rt>a^»-7«*r=  A,     *»^— Jixcorr  B.     c»j»  — 3yn6  =  C. 

3.  L'équation  de  (dm'  est 

■i.  L'équation  de  la  conique  (ow'ABC  est 


Lorsque  K  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

n         '  h         '  r  ' 

l'équation  (  2  )  représente  le  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle ABC. 

Lorsque  K  est  sur  l'une  des  trois  ellipses  qui  sont 
tangentes  »  deux  côtés  d'un  triangle  aux  extrémités  du 
troisième  et  qui  passent  par  le  centre  de  gravité,  ellipses 
dont  les  équations  sont 

«*a'  — éc3-ï  =  o,     .... 
sur 

par  exemple,  laconique  que  représente  l'équation  (rt) 
^  décompose  en  deux  droites  dont  l'une  est  le  cAté  BC 
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du  triangle,  l'autre  «st  la  droite  Au  ou  An/,   car  les 
trois  points  A,  u,  u'sont  alors  en  ligne  droite. 
Lorsque  K  est  sur  la  conique  dont  l'équation  est 

+  ccosG(c>Y'-«Aa3)=". 

et  qui  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité  E  de  ABC,  la 
conique  représentée  par  l'équation  (2)  est  une  hyper- 
bole équilatère. 

Le  centre  de  la  conique  représentée  par  l'équation  (a) 
a  pour  coordonnées 

A(B-^C  — A)    B(A-i-C-B)    C(A  +  B  — G) 


§  II.  —  1.  Si  A,,  B,,  Ci  sont  les  intersections  respec- 
tivement de  B(i>'  avec  Cu,  de  C<o'  avec  Au,  de  Au' 
avecBiij;  si  A',,  Bj ,  C,  sont  les  intersections  respecti- 
vement de  Cw'  avec  Bw,  de  Aw*  avec  Cw,  de  Bu' 
avec  Ab),  on  aura 

Coordonnées  des  points. 
Al bcx,  c'3,  b*y. 

Cl b^y,  a*!,  abx, 

A', bcys,  aby*,  acs', 

B', aba^*,  catx,  cba*, 

C'i aex*,  c^J''i  absy. 

â.  I.es  triangles  ABC,  A,B,C|  sont  hooiologîqut's  et 
le  centre  D  d'hoinologîe  a  pour  coordonnées 


l'axe  d'IioniologieG  a  pour  équation 
aBGi-t-*.\Clî  — cAB-,'  = 
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Les  équations  de  6,  C,,  A,C|,  A,  B,  sont 

aKi-i-l>C'fi-i-e\-(  =  o,     .... 

hemare/ut:.    —    Soit  ïl  lo  point  où  CD*  coupe  AB, 

DA  _  oj- 
Il  B  ~  i^  ' 

3.  Les  triangles  ABC,  A',  B',  C,  sont  homologîques  et 
le  centre  IX  d'Iiotnologie  a  pour  coordonnées 

L'axe  d'Iiomologie  est  G;  B,C|   et   B',  C,  se  coupent 
donc  sur  BC. 

Les  équations  de  B',  C, ,  A',  C, ,  A',  B',  sont 

bcysXa-i-bax^C^  -+-  acx'B-j  —  o,      .... 
Jiemarque-  —  Soit  II'  le  point  où  Ciy  coupe  AB, 


4.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  deux  points 
(x,j,  z),  {x',y,  z')  ont  entre  leurs  coordonnées  la  re- 
lation 

le  point  ly  correspondant  à  j?,  ^,  z  coïncidera  avec  le 
point  D  correspondant  à  x',j  ',  z'. 

Ainsi,  par  exemple,  le  point  IV  correspondant  au  point 
^m-i  l,ni-i  c'»-'   coïncidera  avec  le  point  D  correspon- 
dant au  point  —rr-—  ttt— :      ,_^.  • 
r  aiiB+i  ^iHi+i   c»™-'-' 

O.  La  conique  A|B,CtO)u' apouréquation 

(3)  ay^:^'-^  br=p-r  cj-j-c'--  aT"^-i 


mzecDï  Google 


elli;  passe  parle  point  K 

■r.  y,  a, 
et  par  le  point  Ot 

x{by  -i-cs  —  ax),    y{ax  -\-  c:  —  by),    s{by  -^ax  ^  cz). 

C'est  la  conique  des  sept  points  correspondant  à  K. 

Si  K  est  le  pointde  Lemoine,  elle  devient  le  cercle  de 
Brocard  et  elle  n'est  un  cercle  que  dans  ce  seul  cas. 

Bematque.  —  L'équalion  (3)  reste  la  même  si  l'on 
change  a,  en  x,  peu'j,  yen  z  et  réciproquenient;doDC, 
si  l'on  prend  un  poiui  quelconque  H  de  la  conique  des 
sept  points  correspondant  à  un  point  K,  la  conique 
des  sept  points  correspondant  à  B  passera  en  K. 

La  conique  des  sept  poiuls  est  une  liypei-Loleéquita- 
1ère  lorsque  K  est  sur  la  droite 

icosA-i^^cosB  +  YcosC^o, 
qui  est  l'axe  d'iioiuologie  du  tilanglu  ABC  et  du  triangle 
l'ormé  par  les  pieds  des  hauteurs. 

C'est  une  parabole  si  K.  est  sur  IVlIipse  maxîma  in- 
scrite daus  ABC. 

Une  ellipse  si  K  est  à  l'intérieur  de  cette  ellipse. 

Une  hyperbole  si  K  est  à  l'extérieur  de  cette  ellipse. 

Une  droite  si  K  s'éloigne  à  l'infini,  et  celte  droite 
enveloppe  l'ellipse  maxima  inscrite  daiis-Ie  triangle. 

6.  La  conique  qui  passe  par  les  cinq  points  A',,  B',, 
C,,  b),  (•)'  a  pour  équation 

.         I  abc{ay3X*-r-  bxs'fi'-hcxyi*)  —  fi'c'/î^f 

elle  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité  de  ABC. 

^  m.  —  On  a  facilement  la  démonstration  des  théo- 
rèmes suivants  : 

] .  Si  par  D  on  nii-nv  des  parnllclcs  tinx  trois  cùtiis 
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du  trinngte  ABC,  tes  longueurs  ifue  deux-  de  ces  paral- 
lèles intercejjtent  sur  le  troisième  côté,  respectivement 

sur  BC,  AC,  AB,  sont  proportionnelles  à  -<  - .  -  • 

'         '         '  r      r  ■     X    y     a 

2.  Si  par  U  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés 
du  triangle  ABC,  les  longueurs  quedeux  detes paral- 
lèles interceptent  sur  le  troisième,  respectivement  sur 
BC,  AC,  Ali,  sont  proportionnelles  à  a'x',  b'j'',  c'z*. 


3.  En  faisant  les  mêmes  constructions  pour  w',  les 
longueurs  interceptées  sur  BC,  AC,  AB  sont  proportion- 
nelles à-r-i  —'  —  *  c'est-à-dire  inversement  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  du  point  F  (voirg  VIII). 

4.  En  faisant  les  mêmes  coitstruclions  pour  w,  le» 
longueurs  interceptées  sur  BC,  AC,  AB  sont  propor- 
tionnelles à— ^j  —  .  r-,  c'est-à-dire  inversement  pro- 
portionnelles aux  coordonnées  du  point  H  (  voir  §  VQI). 


o.  Si  par  w  on  mène  des  parallèles  à  AC  et  à  AB 
i/ui  interceptent  sur  BC  une  longueur  L:  si  par  la'  on 
mène  des  parallèles  à  AC  et  à  AB  t/ui  interceptent  sur 
BC  une  longueur  L';  on  aura 

I,  _*/ 


et  une  série  de  relations  analogues  en  considérant  les 
antiparallèles  aux  côtés  au  lieu  des  parallèles,  les 
longueurs  interceptées  sur  les  parallèles  ou  sur  les  anti- 
parallèles  par  les  côtés,  etc. 

0.  Par  w  menons  une  parallèle  à  AC  i/ui  coupe  CB 
en  -\,et  A^  en  3). 
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Par  b>  menons  une  fmrallète  à  BÂ  e/ai  coupe  AC  en  Ub 
ethCenX,. 

Par  <i>  menons  une  parallèle  à  CU  qui  coupe  BA  en  O 
et  CA  enil!>,. 

Pa/-  ta' menons  une  parallèle  à  AB  yut  coupe  BC  en  .lo' 
cf  CAenil!,',. 

Piir  w'  menons  une  parallèle  à  BC  qui  coupe  CA  e/illi>' 
et  AB  en  S\ . 

Par  (il'  menons  une  parallèle  à  CA  qui  coupe  AB  en  O' 
el  BC  en  .1»', . 

On  a  les  relations 

yx  <a'X'=  5  X  w'*b'=  *X  co'S', 

yab*x<i>'X\  =  aic*x  «n'ilt',  =  jca'x  m' S',, 

jac'x  m' il.  =  jéa'x  uTlb  =  >'c6*x  me, 

J  X  (Oiloi  =  J^  X  lollbi  =  ^  X  tu  £]. 

7.  £ej  (/foi(eiKA|,KB|,KCi  ontpour  équatioits 

(6_y  •+-  C3)a  —  fta:p  —  cx-(  =  o,     . . .; 

(/onc  elles  sont  parallèles  à  BC,  AC,  AB  respectivement, 
et  l'on  peut  dire  que  : 

Les  parallèles  menées  par  A,,  B,,  C,  respectivement 
à  BC,  AC,  AB  se  coupent  au  point  K. 

§  IV,  —  1 .  Soîenl  1,  [ji,  V  (  noir  §  1}  les  poinls  où  les 
droites  A  u,  Bo>,  C  u  coupent  respect!  veine  ni  BC,  AC,  AB. 
Soient  V,  jjl',  v'  les  points  où  les  droites  Aw',  Bu',  Cu' 
coupent  respectivement  BC,  AC,  AB. 

On  a  _  _ 

by  _  }■€.        C±  ^  ,^        ajr  _   vB 
«■=  ~   Xb  '      h'  ~  [Te  '     *■-  "  7Â  ' 
(i.r  _   Fr         br  _    jJ/A         ca         VH 

2.  On  peut  remaixjuer  que  les  poiiils  A,  ji,  v  divisent 
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tes  côtés  BC,  CA,   AB  Jaus  lu  iiièine   rapport  que  les 
points  •/,  X',  fi'  divisimt  I»;s  côtés  AB,  BC,  CA,  et  l'on  a 

JX.JTC  _  by        jTÂ.jTÂ  _  es        v'B.TB  _  a^P 

11  est  évident  que  les  égalités  pourraient  être  prises 
pour  représenter  les  points  <o  et  w';  ils  seraient  alors 
définis  par  une  permutation  tournante  des  lettres  a,  b, 
f,  etc.,  au  moyen  du  rapport  des  segments  que  les 
droites  joignant  ces  points  à  un  sommet  déterminent  sur 
le  côté  opposé  ;  si  donc  on  transforme  par  points  asso- 
ciés (')  une  figure  liée  :t  ta,  ta',  la  figure  transformée  aura 
par  rapport  aux  points  associés  de  <»  et  de  ta'  des  pro- 
priétés tout  à  fait  analogues  à  celles  de  la  figure  primi- 
tive par  rapport  à  (t>  et  (1)';  seulement  certains  segments 
additifs  seront  devenus  soustractifs  ou  réciproquement. 

Ainsi,  par  exemple,  si  nous  faisons  la  transformation 
associée  — ^^J'^  s,  aux  points  w',  ta  dont  les  coordon- 
nées sont 

a-ic,  yxa,  syb.     Tyb,  y:c,  zra 

eori-espondcnt  les  points  ù)],,  ina  dont  les  coordonnées 
sont 

—  xsc,  yxa,  syb,     —  xyb,  ysc,  sxa. 


(  '  )  Voir  Congre]  de  Blois,  Association  françaite  pour  l'avance- 
ment des  Sciences.  Communication  de  M.  E.  Lemoine  sur  les  points 
asMCiésdu  plan  d'un  triangle. 

[1  suffit,  pour  l'intelligence  de  ce  que  nous  disons  ici,  de  8a*uir  : 
1°  Qu'à  un  point  0  dont  les  coordonnées  sont  a,  p,  f  correspondent 
les  associés  0,,  0„  0,  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

-a,p,T;    »,-?,t;    ',h-t- 
■i'  Que  si  /(>,  fl,  y)  =  o  est  l'équation  d'une  courbe  M,  sa  [rans- 
furmée  par  points  associes  M.  sera 
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qui  duiineiil  livu  à  une  conique  passant  par  l«s  sept 
associés  de  u,  -V,  A,,  B,,C|,  K,  O/,. 

AiUa,  Ati)^  coupent  BC  respectivement  vn  ),  et  en  À'. 

Biuq,  Bu^coupeat  CA  respectivement  aux  conjugués 
liarmoniques  de  [ji  et  de  [ji'  par  rapport  à  A  et  à  C. 

C(Ua,  Cw^  coupent  AB  respectivement  aux  conjugués 
harmoniques  de  v  et  de  v'  par  rapport  à  B  et  à  A. 

A  chaque  point  K  correspondent  donc  quatre  couples 
de  points  i>),  u';  quatre  coniques,  etc.,  qui  jouissent  de 
propriétés  analogues. 

3.  On  voit  facilement  que,  comme  pour  tous  les 
groupes  de  quatre  droites  associées,  les  quatre  di-oîtes 
bxii',  b>ab>^,  (t>j(t>^,  (t>c<>'c  forment  trois  à  trois  quatre 
Irian'gles  inscrits  dans  ABC,  c'est-à-dire  que  trois  quel- 
conques  d'entre  elles  forment  un  triangle  inscrit  dans 
ABC  et  liomologique  avec  lui;  les  quatre  centres  d'ho- 
mologie  de  ces  triangles  et  de  ABC  sont  quatre  points 
associés,  celui  de  ABC  et  du  triangle  formé  par  Wg  u^, 
u^fa)^,  (Oc<>>f  a  pour  coordonnées 

\'  B'  C' 

4.  Les  droites  fti' et  X^x' sont  tangentes  à  la  parabole 
qui  touche  CA  en  A  et  CB  eu  B.  Cette  parabole  a  poui* 
équation 

cIy»— 4aAnp  =  o. 

§  V.  —  1.  Les  triangles  ABC,  A,B,C,,  ww'D  ont 
même  centre  de  gravité  E. 

2.  Si  S  est  le  milieu  de  ox»',  les  trois  points  D,  E,  S 
lonl  en  ligne  droite  et  l'on  a 

Dli-îKS. 
Le  milieu  de  BC,  le  milieu  de  B,  C|  ut  le  point  S  sont 
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eu  lignu  droite,  les  «.-oonloiiiiécs  dt;  S  sout 

3?(éjK-)-cj),    yics-hax),    s{ax^by). 

3.  Les  droites  AK,  BK, CK.  coupent  la  conique  (3) 
des  sept  points  rcspectivemeut  en  A»,  B„  Ci. 
Ai  a  pour  coordonnées 


ays     z(by  -h  es  ^  a^)    yi^by  -i-cz  —  ax) 
De  même  B^,  Ca,  etc. 

A.  A|  A,  a  pour  équation 

a'i{zc-by)+b^(by~ax)+c-î(ax-cz)^o. 
De  même  B,  B,,  C.Cj,  etc. 

Ces  trois  droites  passent  par  le  centre  de  gravité  E 
de  ABC  qui  est  ainsi  le  centre  d'Uomologîe  des  deux 
triangles  A,B,  C,,  A^BjCj. 

L'axe  d'homologie  Gi  de  ces  deux  triangles  est  la  po- 
laire de  E  par  rapport  à  la  conique  des  sept  points  ;  G*  a 
pour  équation 

axiby-czy-^b^iez-axf-^ct^ax—by^^o. 

DOa  a  pour  équation 

a»aa^(c3-*/)(B  +  G)-i-*'3^(aj;-c3)(G-A) 

5.  Le  milieu  de  B,  Ci ,  le  sommet  A  et  le  point  S' qui  a 
pour  coordonnées 


ii^by  -r-c;  j     b{cs-\'ax)    c(aa:  -r-  by  ) 
'sont  en  ligne  droite. 

6.  D'est  le  pôle  de  ww'  par  rapport  â  la  conique  (3  ■ 
des  sept  points. 
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7.  Soient  M,  N,  P  les  milieux  de  BC,  AC,  Alî. 
MCj  a  pour  équation 

a(ar  —  cs)-+-^bx —  icx  =  o; 

la  parallèle  à  MCi  menée  par  B  a  pour  équation 

CCj  a  jioiir  équation 

«r  — ?«  =*>■ 
Donc  CCi  passe  en  K. 

8.  Soit  Je  ie  point  ayant  pour  coordonnées 

Je  estrînterseclion  avec  CCj  de  la  parallèle  àMCjmenée 
par  B.  On  voit  que  J^  K,  C  sont  en  ligne  droite  et  que  Cj 
est  le  milieu  de  CJr- 

L'équation  de  la  parallèle  à  AB  menée  par  J^  est 

Cette  droite  coupe  CP  au  point  I^ 


donc  CI^  passe  en  E. 

L'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  points 
A,B,C,L,J^esL 


son  centre  est  O*. 

Cette  conique  passe  évidemm<'nt  aussi  par  les  points 
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id,  \b,  J.[i  it  <Ioi)i  los  coordomii-os  sonl  rcspccUvei 


ay  ax  ■+■  r.s      ry 

—  \r,  y,  z, 

a-,  —\y.  i. 

On  a  doue,  pour  chatjuc  point  ¥t.[x^y,  z),  la  notiou 

(l'une  conique  circonscrite  à  AltC  ci  qui  passe  par  six 

autres  points  In'cn  détermines. 

9.  NC,  et  AJc  sont  parallèles,  ainsi  que  C,M  ei  BJ,. 

10.  C.,P,0*;  B„N,0*;  A„M,0*  forment  trois 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite. 

ii.  PJc  a  pour  équation 

asrL  —  bi'^-^^-f{ax  —  by)=Q. 

13.  Les  droites  0<tD  et  G  ont  des  directions  conju- 
guées par  rapport  à  la  conique  (5). 

§  VI.  —  1 .  Le  centre  Z  de  la  conique  des  sept  points 
a  pour  coordonnées 

e»  posant 

bcyz  -*-  casx  -^  abry  =  i. 

2.  La  droite  KOa  a  pour  é<|uatiou 

elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  Z,  donc  : 

K,  Z,  O*  sont  en  ligne  droite  et  par  suite  K  et  0*  sonl 
les  deux  extrémités  d'un  diamètre  de  la  conique  des  sept 
points. 
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3.  Comme  Aj,  Ho,  Cj  sont  sur  celle  conique  et  sont 
les  milieux  des  cordes  AJu,  RJ*,  CJr  menées  par  K  [voir 
§  V,  n"  8}  de  la  conique  ABCJaJifque  nous  nomme- 
rons  conique  circonscrite  des  six  points  et  qui  est  repré- 
sentée par  l'équation  (5)},  on  voit  que  cette  conique  et 
la  conique  des  sept  points  sont  homo  thé  tiques. 

La  conique  (5)  jouit,  par  rapport  à  ta  conique  des 
sept  points,  des  mêmes  propriétés  que  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC  par  rapport  au  cercle  de  Brocard. 

4.  La  polaire  de  C,  par  rapport  à  la  conique  des  sept 
points,  a  pour  équation  '■ 

aby'-t-  ^aa-*—  aa^cy  =  o. 

Le  pôle  de  AB  a  pour  coordonnées 


5<  Le  triangle  ABC  et  le  triangle  formé  par  les  po- 
aircs  de  ses  eôlés  ont,  pour  centre  d'iiomologîe,  le  point 


6.  Si  l'on  mène  les  tangentes  eu  ABC  à  la  conique 
circonscrite  des  six  points  (5),  ces  trois  tangentes  for- 
ment un  triangle  homologîque  avec  ABC  ayant  K.  pour 
centre  d'homologie,  l'axe  d'iiomologîe  est  la  droite 


7.  Le  produit  des  trois  perpendiculaires  abaissées 
de  <t)  sur  les  trois  côtés  de  ABC  est  égal  au  produit  des 
trois  perpendiculaires  ahaissées  de  <•>'  sur  les  mêmes 
c6tésj  ce  produit  a  pour  valeur 

8  Sî  abcr^y'  ;' 
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8.  La  (Iroitc  EZ  a  pour  équation 

Le  point  d'intersecliou  de  EZ  et  de  DOjt  est  sur  la  eo- 
uî<]ue  circonscrite  des  six  points  et  a  pour  coordonnées 


alB  +  C)'      *(G  +  A)'      c(A  +  B/ 

9.  Remarquons  que  les  poinls  que  nous  avons  cousi- 
dérés  peuvent  se  grouper  deux  à  deux,  en  points  se  cor- 
respondant de  telle  façon  que  les  jiroduils  iza',  ^^',  vv' 
de  leurs  eoordonnées  de  môme  nom  soient  proportion- 
nels respeetivemenl  à  -'■?'  -  (');  par  exemple  oi  et  m', 
E  et  K,  D  et  jy,  S  et  S',  etc.,  sont  ainsi  correspondants. 

Le  correspondant  O^  de  O^  a  pour  coordonnées 


Le  correspondant  Z'  de  Z  a  pour  coordonnées 

«[A-hi/   6{B-t-iV   c(G-i-i)" 
(')  Etant  donné  un  point  quelconque  dont  le»  coordonnées  sont 

/■(^,r.=).  /,(^.r.-),  /,(^,r,^), 

on  peutdélcrminer  un  transformé  de  ce  point  par  la  condition  que  ce 
Lransformé  aura  pour  coordanoées 

^     ^     J. 

«/,'  */,'  qA' 

Lorsque  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  s  est  le  point  de 
r.emoiac,  j,^,  i  9ont  proportionnels  A  a,b,c  et  l'on  tombe  sur  1> 
transforma tioD  inverse  du  capitaine  Mathieu  (iVouv«//«  Annala, 
p.  39I,  iKfiâ),  • 

La  transformation  plus  Rénérale  que  nous  indiquons  ici  donne  des 
résultats  tout  A  fait  analo(jues  i  reui,  que  trouve  le  capiuine  Mstbieu 
dans  son  remarquable  Mémoirf. 
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10.  On  verrait  facilumeal  avec  tout  ce  qui  précède 
que 

Z,D',K,  Ot;  E,  S',D';  O;^,  Z',S;  O*,  S',Z'; 
K,S',  D;  Z.S',  Oi;  .... 

sont  en  ligne  droite. 

§  VII.  —  Les  six  points  /,  \t,  v,  \',  [i',  v'  définis  (§  I) 
ont  respectivement  pour  coordonnées 

o,  cy,  ax ',     hy,  o,  as;     bx,  es,  o;     o,  ot,  by\ 
ex,  o,  by;     es,  ay,  o; 
ils  sont  sur  une  coniiiue  dont  l'équation  est 

abc(ays7}  +  bxz'^*+  cxy(*) —  cb-(^(a^a!*  +  bcyx) 

—  aca-f(&'7'  +  acja) —  ba^-^{c^s*-\-  abyz)=  o. 

J'ai  cherché  pour  quels  points  K  cette  conique  était  un 
cercle;  la  recherche  parait  assez  compliquée,  mais  il  est 
facile  de  voir  que  ces  points  en  nombre  lîni  sont  sur 
l'hyperbole 

al  a*{c»— *»)+*' P'(a»  —  c')+c'-f«{A'-a')=o, 

dont  le  centre  est 


Cette  hyperbole,  qui  est  à  elle-même  son  associée 
[voir  §  IV),  passe  parle  centre  de  gravité  cl  par  les  cen- 
tres des  cercles  inscrits  etexinscrits;  par  projcctio»,  on 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  quatre  centres  de  chaque  groupe  de  quatre  co- 
niques homothétiques  entre  elles  et  inscrites  à  un  trian- 
gle, le  centre  de  gravité  et  les  symétriques  de  chaque 
sommet  par  rapport  au  milieu  du  côte  opposé  (associés 
du  centre  de  gravité)  Jon(  huit  points  appartenant  à 
une  même  hyperbole. 

Ann.d,  tiathimal..  3'  i.érif.  t.  IV .  (Mai  i8S*5.)  l5 
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démontre  cercinanjuable  ihéoréiiio  : 

Si  l'on  part  d'un  point  K  et  que  l'on  cherche  le 
point  direct  et  le  point  rétrograde  de  K,  puis  le  point 
direct  et  le  point  rétrograde  de  chacun  de  ces  nouveaux 
points,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  six  points  différents 
seulement,  savoir  : 

1°  K,;  ^^  tit'  point  direct  de  K;  "i"  H  point  direct  de 
<!>';  4°  "  point  rétrograde  de  K.^  5"  F  point  rétrograde 
de  iii\  G"  D  point  direct  de  H. 

Les  coordonnées  de  D  dans  le  Tableau  précédent  nous 
montrent  que  ce  point  {voir  §  II)  est  le  centre  d'honio- 
logie  des  deux  triangles  ABC,  A  ■  B,  C| . 

K  el  D;  Cl/  et  F;  ci>  et  H  sont  conjugués  isolotni- 
que9(*). 

â.  Si  deux  poiuts 

-.;  I,  3,  1     et     u,';  3',   p',  f' 
sont  tels  que  l'on  ait 


II»' et  <i>  sont  respectivement  le  point  dii-cel  et  le  point 
rétrograde  d'un  point  ayant  pour  coordonnées 


Cl  M.  Neuberg  (voir  Mémoire  sur  le  tétraèdre,  p.  10)  ap- 
pelle conjugués  itotomiguet  tleuit  poima  tels  que,  ai  on  les  joint  1 
un  même  sommet  d'un  lriant;lc,  les  droites  ainsi  obtenues  coupent 
le  eMé  opposé  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  milieu  de 
rt  rùté.  Voir  aussi  de  Longchamps  {Annales  de  l'École  Normale, 
iB-ntK  1S67),  qui  le  premier  a  étudié  ces  points  et  les  droites  réci- 
proquei  qui  s'en  déduisent;  voir  aussi  même  auteur  :  Congrès  du 
Havrt,  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences. 
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ou,  ce  ([ui  ost  la  mùinc  rliose, 

c     a     b 

p-'Y'  ''■' 

§  IX.  —  Nous  nu  voulons  pas  allonger  iadéfinïment 
celte  étude,  dans  laquelle  nous  avons  généralisé  les  tra- 
vaux de  M.  Brocard  [Congrès  d'Alger  {1881)  et  de 
Rouen  (  1 883 }  de  l'Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences],  en  employant  les  mêmes  notations 
que  lui.  Cependant,  pour  éviter  des  confusions  possibles 
avec  des  points  dont  la  désignation  est  géDéralement 
adoptée,  comme  O  pour  le  centre  du  cercle  circonscrit  à 
uu  triangle,  etc.,  nous  avons  remplacé  les  lettms  O  et  C 
de  M,  Brocard  par  w  et  w',  ainsi  que  M.  Neuberg  l'avait 
déjà  fait,  et  les  lettres  H,  H'  par  Oa,  O^  ;  nous  dirons 
cependant  encore  quelques  mots  de  la  généralisation  des 
résultats  si  intéressants  obtenus  par  M.  ^vocard  {Journal 
de  Mathématiijues  spéciales,  p.  197;  1884)- 

Ainsi  il  y  a  une  hyperbole  circonscrite  à  ABC  qui 
passe  par  les  points  O^,  E,  D,  Z',  S';  soii  équation  est 

son  centre  W  a  pour  coordonnées 

{cz-by)t      {a3^-cty>     (by-acry 
a  '  b  '   '  '       c 

et  il  est  sur  la  conique  passant  par  les  milieux  des  trois 
côtés  du  triangle  et  bomothétique  à  la  conique  circon- 
scrite des  six  points  {^  VI,  11"  3). 

L'équation  de  cette  conique,  qui,  par  rapport  à  la  co- 
nique circonscrite  des  six  j)oinLs,  joue  le  m<^me  rôle  que 
le  cercle  des  neuf  points  par  rapport  au  cercle  circon- 
scrit, est 
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Nous  nous  ari-ùterous  un  îustant  sur  les  poiuls  K  qui 
oui  pour  coordonnées  a'",  £'",  c"^  ils  donnent  lien,  en 
faisant  varier  m  de  -t-  »  à  —  «s ,  à  Lout«  une  série  de 
poiDtsremarquablespourlesdîversesvaleursqu'ont  alors 
D,  D*,  Oit,  -  ■  ■  i  on  retrouvera  aiusi  les  résultats  isolés 
obtenus  dans  l'étude  de  ces  points  (voir  Brocabd,  Con- 
grèsd'Alger,  p.  lào;  1881;  Lchoine,  Congrès  de  la 
Rochelle,  p.  122  et  suiv.  ;  1882). 

Le  cas  de  nt  :=  1  est  le  plus  remarquable*,  le  point  K 
est  alors  le  point  de  Lemoine,  lus  points  u  et  u'  sont  les 
points  de  Brocard;  c'est  le  cas  étudié  en  détail  par  ce 
géomètre  dans  les  Mémoires  déjà  cités. 

Le  cas  de  m  =  o  mérite  aussi  une  mention  particu- 
lière; K.  est  alors  le  centre  du  cercle  inscri t  et  les  points 
la  et  <!>'  sont  les  points  importants  que  M.  Jérabek  a  étu- 
diés (voir  Mathesisy  p.  192,  i"  année)  et  qu'il  nomme 
respectivement  I|  et  Ij  (  voir  aussi  notre  Mémoîi"c  sur 
tes  points  associés,  Congrès  de  Blois,  i884)- 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  de  u  et  de  u'  (  I,  et  Ij  de 
M.  Jérabek}  sont  respectivement 

6,  c,  a,    c,  a,  b. 

Le  point  O^  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont 


c'est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  formé  par  les 
cenlrcs  des  trois  cercles  exinscrils  (voir  Congrès  de 
Rouen,  p.  123), 

Dans  le  cas  de  »«  =  —  1  presque  tous  les  points  étu- 
diés viennent  se  confondre  au  centre  de  gravité  de  ABC. 

§  X.  —  Pour  terminer  nous  dirons  que  tous  les  résul- 
lats  précédents  peuvent  se  généraliser  encore  par  voie  de 
perspective  et  qu'il  serait  facile  de  trouver,  soit  géomé- 
triquement, soit  par  le  calcul,  les  mêmes  séries  de  points 
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eu  ligue  <]roite,  de  droites  concourantes,  etc.,  que  nous 
avons  rencontrées;  nous  ajoutons  ainsi  quelque  chose 
aux  intéressantes  recherches  de  M,  Brocard  et  à  la 
Communication  de  M.  G.  Tarry  [Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  3  avril  1883).  Pour  donner 
un  exemple  de  cette  généralisation  par  voie  de  perspec- 
tive, nous  nous  contenterons  de  parler  de  la  conique  des 
sept  points. 

Soit  UD  triangle  ABC;  soit  une  droite  A^B^Cc  qui 
coupe  BC"«n  A^,  CA  en  B*,  ABcn  C^. 

Soient  K  un  point  quelconquedu  plan  ;  a,  ^,  -j-  les  points 
où  AK,  BK,  CK  coupent,  respectivement  BC,  CA,  AB. 

Je  pars  de  a.  en  suivant  le  2>érimètrc  de  ABC  dans  te 
sens  ACB  et  j'appelle  v,  \,  jj.  respectivement  les  in- 
tersections de  AB  avec  «B*,  de  BC  avec  pC^,  de  AC 
avec  fAa- 

Je  pars  de  ce  en  suivant  sur  lu  périmètre  de  ABC  le 
sens  CAB  et  j'appelle  \i.',  v',  V  respectivement  les  in- 
tersections de  CA  avec  o-Cc,  de  AB  avec  ^A^,  de  BC 
avec  yBj  : 

i"  Les  six  points  X,  jx,  v,  V,  jj.',  v"  appartiendront  à 
une  méoïc  conique. 

2'  Les  trois  droites  AX,  Biji,  Cv  se  coupent  en  un 
point  II)  que  j'appelle  point  rétrograde  par  rapport  à  K. 

Les  trois  droites  AV,  B^j.',  Cv'  se  coupent  en  un 
point  <»'  que  j'appelle  [)oiut  direct  par  rapport  à  K;à 
chaque  point  K  correspond  une  inlinité  de  groupes 
binaires  de  points  u  et  u',  et  un  groupe  à  chaque  posi- 
tion de  A„Bj  Ce  ;  d'où  l'on  déduit  une  méthode  de  trans- 
forniation  des  figures,  intéressante  à  étudier. 

3°  Soient  A(,  Bi,  Ci  les  intersections  respectivement 
de  Bw'  avec  Cw,  de  Cw'  avec  Aw,  deAb)'  avecBw; 
soient  A[j,  Bj,C^  les  conjugués  harmoniques  de  Au  par 
rapport  à  BC,  de  B*  par  rapport  à  CA ,  de  Cr  par  rapport  à 
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AB;  }es  trois  droites  A,  A^,  B,Bj,  G,Cg  se  coupent  en 
un  point  O*. 

4"  Les  sept  points  u,  u',  A(,B, ,C|,  K,0«  appartien- 
nent à  ane  même  conîqne. 


!^R  LA  CONSTRUCTION  DES  COURBES  DONT  L'EQUATION 
KST  MMIilR  EN  COODDONNÉES  POLAIRES 

[">"(')]; 
Par  m.  Ch.  BIEIILER. 

H. 

THÊOBIE    DES    ASYMPTOTES. 

1.  Nous  supposerons,  comme  précédemment,  que 
l'équation  de  la  courbe  soit  donnée  sous  la  ici -me 

(I)     p-'?„{t0)-t-p'"-'ï>„_,(u)-(-...-l-pÇ,{w)-(-!p(U.)=0. 

Soïl  a  une  racine  simple  de  l'équatîon  tp„{  w)  =  o,  c'est- 
à-dire  soit  !pBi(a)  =  o  cl  f',„{a-)^o. 

Nous  supposerons,  pour  commencer,  que  f^l-^  (<^)  soit 
aussi  différent  de  zéro. 

Lorsque  w  s'approche  de  a,  une  seule  racine  de  l'équa- 
tion (i)  augmente  indéfiniment;  toutes  les  autres  ten- 
dent vers  des  limites  Gnies;  il  est  aisé  do  trouver  le  signe 
-  de  cette  racine. 

On  a,  en  ellet,  en  désignant  par  pi,  pi,  .  ■  -,  pm  les 
m  racines  de  l'équation  en  p, 


(^) 


-.{o-). 


(')  Nouvelles  Annale»  de  Mathématiques,  V  sfrii 
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et  l'on  voit  qu«  le  signe  de  U  racine  qui  augmente  in- 
déHnîment  est  donné  par  le  signe  du  second  membre, 
lorsque  u  est  suffisamment  voisin  de  oc. 

Nous  poserons  (>)=:«  +  £•  comme  nous  l'avons  déjà 
fait,  et  nous  ferons  tendre  ë  vers  zéro, 

La  quantité  —  l!^ — J  prend  alors  la  forme 

Y„-,(.o)  _        [y„^.(a)  +  £y;„_,(i)  +  ...] 

fît,  par  suite,  elle  a  le  signe  de 


Or  l'asymptote  correspondant  à  cette  racine,  nécessai- 
rement réelle,  qui  augmente  indéliuiment,  a  pour  équa- 
tion, comme  l'on  sait, 

/étant  la  limite  de  psin((t>  —  oc)  tirée  de  l'équation  de 
la  courbe,  lorsque  u  tend  vers  a. 

Cette  limite  nous  est  fournie  immédiatement  par 
l'équation  (2).  Si  p(  est  la  racine  qui  augmente  indéfi- 
niment, et  S]  la  somme  de  toutes  tes  autres  1 
l'équation  (2)  prend  la  forme 


et,  par  suite, 

p,..n.  +  5,.,n...      -  jr^jjj  , 

OU  en  déduit 
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L'équatiou  de  l'asymptote  est  donc 


lB(™-.)  = 


â.  Pour  savoir  de  qael  côté  de  l'asymptote  se  trouve 
la  courbe,  il  faut  connaître  le  signe  de  la  différence 

pour  les  valeurs  de  e  voisines  de  zéro.  Cette  différence 
a  pour  expression 

X^      ,incy«-'''">    I    ?"-'^°>       S  sint 

ou  bien 

'        <p'™(«)+7^<Pm(«)  +  ---      ■       '^"*"' 

si  l'on  observe  que est  de  la  forme 

'       i.a.3  ■*■  1.2.3.4.5' 
H  étant  <:^  f ,  on  voit  que  X  a  le  signe  de 


Or  S,,  étant  la  somme  des  racines  ps  +  pj-l-.  ..  +  pm, 
est  une  quantité  aussi  voisine  qu'on  veut  de  —  '  """* ,  . 
qui  représente  la  somme  des  racines  de  l'équation 

p-n-l  tp^_,(û))  + p'"-«ç„_,((u) -.-.  .  .  +  ^(U.)  =  O 

pour  w  =  a. 

Ou  voit  donc,  en  définitive,  que  ).  a  le  signe  de 

[-,S?«(')'Fm-i(')-y',„(a)y«-,(a)  ^  ?^-.(«n , 
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(  2a6  ) 
Soient  OA  le  rayoïi  polaire  mené  dans  la  direction  k, 
HH'  l'asymptote^  X  représente  la  distance  du  point  M 
situé  sur  le  rayon  vecteur  a  +  e,  à  la  droite  HH'. 

Si  X  est  négatif,  le  point  M  est  au-dessous  de  HH'  ;  si 
y.  est  positif,  le  point  M  est  au-dessus  de  cette  droite. 

Le  rayon  OM  est  mené  dans  la  direction  a  +  e,  s  étant 
positif;  et  OM',  dans  la  direction  a  +  e,  e  étant  supposé 
négatif.  On  voit  que,  quand  e  change  de  signe,  p,  change 


de  signe,  ainsi  que  X.  On  obtient  une  disposition  des 
branches  de  la  courbe  autour  de  l'asymptote  analogue  à 
celle  de  la  Jîg.  i  ;  celte  figure  a  été  construite  dans 
1  hypothèse  où  le  coefticicut  de  e  dans  X  est  négatif. 

3.  Supposons  actuellement  que  le  cocfUcient  de  t 
dans  "}.  soit  nul  ;  dans  ce  cas,  X  sera  de  la  forme 

X  =  XoË»-4-X'e', 

Xg  étant  une  quantité  indépendanie  de  s  et  X'  une  fonc- 
tion de  e. 

On  voit  que,  pour  des  valeurs  suiTisammcnt  petites  de 
E,  X  a  constaïunieni  le  signe  de  Xg,  quel  que  soit  le  signe 
(le  e;  par  suite,  la  courbe  se  trouve  tout  entière  d'un 
c6té  de  l'asymptote,  et  le  point  correspondant  à  l'infini 
est  un  point  d'inflexion  {fif;.  a). 
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La  Ggurc  a  été  coiistrutle  dans  l'hypotlièsc  du  ).„' 

Fi(.  i. 


Le  point  d'inflexion  est  donc  caractérisé  par  la  propriété 


4.  Supposons  actuellement 

Dans  ce  cas,  deux  racines  de  J'équatiou  en  p  augmentent 
indéfiniment;  soient  p,  et  pj  ces  deux  racines,  nous 
avons  les  formules 


ib) 


PiPi  = 


Âet  B  étant  des  ({uantités  indépendantes  de  e,  dont  il 
est  aisé  de  trouver  les  valeurs;  A'  et  B'  étant  des  fonc- 
tions de  £  qu'il  est  inutile  de  déterminer,  mais  dont  on 
trouverait  aussi  facilement  les  expressions.  Des  formules 
{a]  et  (è),  on  tire 


(c 


(p,-p,)>  =  (A  +A'£l>- 


itizec  .y  Google 


(  "8) 

Le  second  membre  a  le  signe  de >  el,  par  suite. 

Pi  et  Pï  ne  peuvent  être  réels  que  si 

c'est-à-dire  si  e  est  de  signe  contraire  à  B. 

Les  formules  (a)  et  (b)  nous  montrent  que  la  somme 

_  p,sint-i-p,siDE 

elle  produit 

des  quantités  pi  sine,  p^sins  ont  pour  limites  zéro;  cha- 
cune de  ces  quantités  a  donc  pour  limite  zéro.  L'asym- 
ptote correspondant  aux  branches  de  courbe  engendrées 
par  p,  et  pj  est  donc  confondue  avec  le  rajou  polaire 
mené  dans  la  direction  x. 

Le  signe  de  B  noua  donne  la  disposition  de  la  courbe 
Fig.  3. 


A-^ 


autour  de  sou  asymptote.  La  construclion  de  \a.jig.  3 
suppose  B  négatif. 

La  valeur  de  B  est  i^^^ — ■  t  quantité  différ en  te  de  zéro 
et  parfaitement  déterminée  dans  l'hypothèse  où  nous 
nous  sommes  placés. 
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5.  Nous  n'examinerons  pas  en  c«  momenl  le  cas  où 
l'on  aurait  simplement 

c'ejt-â-dire  où  l'équation  fm{»^)  =  o  aurait  une  racine 
double;  maïs  nous  j  ajouterons  la  condition 

nous  réservant  de  discuter  le  cas  précédent  quand  il 

s'agira  de  la  construction  des  brandies  paraboliques. 

Nous  aurons,  dans  ce  cas,  des  formules  de  la  forme 


^  B  +  n'e 

pour  exprimer  les  deux  racines  qui  augmentent  îudéli- 
nîment.  Les  quantités  A,  B  et  te  terme  indépendant  de  s 
dans  A'  et  B'  sont  aisés  à  calculer. 
Ces  formules  nous  donnent 

p,sinE+p,siDï=^(A  +  A'0, 

p,smexp,sint=^(B  +  B't). 

Lorsque  G  tend  vers  zéro,  les  quantités  j3,sinE,  pisins 
tendent  vers  des  limites  ^ ,  /j,  telles  que  l'on  ail 
^  +  /,=  A, 
/,  /,  =  B  : 
/,  et  li  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

ft_  A/  +  B  =  o. 

On  voit  aisément  que 
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de  Uille  sorte  que  l'équation  du  second  degré  qui  a  pour 
racines  /,  et  /j  est  la  suivante  ; 

Il  nous  faut  maintenant  eliereher  la  disposition  de  la 
courbe  autour  des  deux  asymptotes  parallèles 
psiii(c« -«)=/„    psin(«-!«)  =  /,. 
DésîgnoDS  par  X,  et  X^  les  fonctions  p,  sine,  p^sinE;  on 
aura 
(a')  X,  +  Xi=  îî^^(A.-k-A'E). 

il  faut  calculer  les  difTérences 

X,-l„    Xt-l,. 
Soient  À'^  X,  —  /),  ")."=  Xj —  l-,;  on  aura 
i.'-i-r=  i!^\A  +  A't)  — A; 
d'autre  part,  les  égalïtës  (a)  et  (â)  nous  donnent 

(c-)        (X,-XO'=^[(A4-A'6)«-4(B  +  B'0]. 
et,  comme  on  a 
il  viendra 

(i,_X,)._(/,_/,,. 

=  (A'~iB)(~:-i)+îî^(2AA'-4B'+A'H). 

Si  l'on  pose 

aAA'— .iR'=aC  +  C'E. 

C  étant  îniiepcndant  de  e,  l'égalité  préi:édente  prendra 
ta  forme 

r'-.-^i)'-('i-/>)'=aC£-!-C-i=, 
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^' =-'■■■    •<■• 

par  suite, 

(X~r)li,—  x,-i-  /,  —  /,)  =  ^Ce  +  c'ï'; 

mais,  comme  /,  et  l-,  sont  les  limites  respectives  vers 
lesquelles  tendent  X,  et  Xi,  on  peut  écrire 

T|  a^ant  pour  limita  zéro  quand  £  tend  vers  zéro;  on  voit 
donc  que 

^     *-,((._;,)  +  ,■ 

X' — X"  adonc  le  signe  de  j- ^-j- ;  on  connaît  donc  les  va- 
leurs de  X'+  X"  et  de  X' —  X". 
Si  l'on  fait 

A'  =  A',  +  A',  E, 
on  aura 

v-t-r  =  A\s  -hA",e», 

par  suite, 

--(--^)— . 

X'  et  X'  ont  donc  les  signes  des  quantités 


5i  l'on  prend  pour  l,  la  racine 

A-l-y/A'  — jl! 
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Ces  foriiiules  nous  permetLent  de  construire  la  coui-bc 
autour  de  ses  asymptotes.  Nous  supposons  A'  —  4  B  >  o  ; 
cette  conditiou  est  né(;cssaire  pour  que  les  racines  p , ,  pj 
soient  réelles  pour  des  valeurs  de  u  suflîsamnient  voi- 


sines de  a..  La  _fig.  4  ^  été  construite  dans  l'hypotlièsc 
où  les  deux  coefficients  de  c  dans  X'  et  V  sont  positifs. 

Si  A*  —  4B<Co,  le  point  à  J'inllni  est  isolé,  p,  etp» 
sont  imaginaires. 

ti.  Si  A* —  4^  =  0,  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  en  /sont  égales,  les  deux  asymptotes  se  con- 
fondent, et  l'asymptote  unique  que  l'on  obtient  a  pour 
équation 

p.i„(„-.,.^ 
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Nous   alloua  construire   la  courbe  autour  de  cttle 
asymptote 
Dans  ce  cas, 

et,  par  suite, 

(V-)/)>=  ^[(,AA'-4B')e-^A'>E']. 

Gitte  équation  se  met  aisément  sous  la  forme 

().'— l')>=aG^  +  G,E«+CiE', 
et  l'on  a 

l'  +  X'=  A',e  +  A",e»; 

ces  formules  dous  montrent  que  Ce  doit  être  positif, 
pour  que  V — Vet,  par  suite,  X'  elX"  soient  réels  ^  e  ne 
peut  recevoir  que  des  valeurs  d'un  signe  déterminé;  c'est 
le  terme  ±  y/CÊ  qui  donne  son  signe  à  X'  ei  X"  qui  sont, 
par  suite,  de  signe  contraire.  Comme  l'on  a  A' —  ^B^o, 
on  a  forcément  B  positif;  par  suite,  la  formule 


nous  montre  que  p,  et  pu  sont  de  même  signe;  on  ob- 
tient donc  une  disposition  de  la  courbe  analogue  à  celle 
Aela^g.  5.  Le  point  à  l'iiilini  est  de  rebroussement  de 
première  espèce. 

Mais,  si  C  =:  o,  (X' —  X")"  prendra  la  forme 

Ck'—X')'^  C,E>+C,E», 

et,  par  suite,   X' — X"  est  aussi  voisin  que  l'on  veut  de 
SiCi<[o,  le  point  de  rebroussemcnt  à  l'inlini    est 

Jnn.df  Mathfmai..  Il' scHe,  t. IV.  (Mai  iHX5.)        .  l6 
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isolé  j  si  C|^o,  des  branches  de  courbes  réelles  accom- 

Fig.  5. 


pagncroat  l'asymptote,  et  l'on   aura  pour  V — \'  une 
c:xpression  de  la  Ibrme 

X'— X'  =  ±(e^/c;-l-t»C',- 
d'Bur^c  part, 


.-); 


par  suite, 


X'-t-l'=  A',n-A',ï'; 

al'=(A',+4/c;)EH-.., 
aX'=(A;-v/G;)t-t-.., 


CD  prenant  le  signe  +  devaut  le  radical,  ce  qui  est  per- 
mis, \'  et  V  ont  le  signe  du  coenîcicnt  de  e. 

Si  CCS  coefficients  sont  de  même  signe,  on  obtient  la 


fiff.  a  ;  s'ils  sont  de  signe  contraire,  on  obtient  la  /(g-  7- 
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ViA  jig.  6  a  été  ooiisLruite  dans  l'hypothèse  où  les  coef- 
ticients  de  e  dans  V  et  dans  X"  sont  positifs. 
Mais,  si  C,  =  o. 


aX'=  A',  e-(-/C,e"»-i~  A',î*, 
aX'=  A',  i  — /Cie'H- A',s>; 


E  ne  peut  plus  recevoir  que  des  valeurs  du  signe  de  Ci 
(on  peut  substituer  à  Ci  la  valeur  que  prend  cette  fonc- 


tion pour  e  =  o}  ;  on  voit  que  V  et  X*  seront  de  même 
signe;  ce  signe  est  celui  de  A',  e.  On  obtient  un  rebrous- 
scincnt  de  seconde  espèce.  [A  suivre.) 


SUR  LES  PUISSANCBS  DES  NOIBRES; 

P\H  M.  WiLLV  Th.  LEWY. 


t.  On  peut  déduire  de  la  théorie  des  restes  la  re- 
marque suivante  : 

Lorsque  l'on  considère  tes  puissances  successives  d'un 
nombre  par  rapport  à  un  nombre  quelconque,  mais 
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voiisiUDi,  si  l'on  rctraiiclie  des  dilTi; rendes  |)itissanc<'s 
autaiit  de  fois  le  nombre  constant  qu'il  est  possible,  lus 
■  esters  de  la  divisiou  des  puissances  par  le  nombre  con- 
slaut  se  reproduisent  périodiquement  et  la  période  se 
compose  d'une  certaine  quantité  de  nombres,  nécessai- 
rement inférieure  au  nombre  constant  considéré. 

Si  l'on  considère  de  cette  manière  les  puissances  suc- 
cessives d'un  nombre  dont  la  somme  des  cliiffres  est 
égale  à  2(3,  11,  20,  101,  1001,  .  - .),  il  est  facile  de  vé- 
rilicr  par  ie  calcul  que  les  restes  de  la  division  par  9  des 
puissances  successives  de  ces  nombres  se  reproduisent 
périodiquement  et  sont,  pour  une  période,  ■ 

(„,,  _4)+,,  +2,  ^i,  -I,  -a,  -i. 

Nota.  —  Les  cliiffres  entre  parcntlièses  indiquent  les 
premiers  l'cstes  et  sont  placés  entre  pai'enthèses  de  ma- 
nière à  mieux  faire  voir  que  la  période  +  i  indique  qu'il 
faut  ajouter  i  à  la  puissance  considérée  pour  en  faire  un 
multiple  de  9  ^  —  1 ,  qu'il  faut  relranclier  1 . 

De  môme,  la  période  des  restes,  [jar  rapport  au  nom- 
bre constant  9,  des  puissances  successives  des  nombres 
dont  la  somme  des  chiffres  est  égale  à  4(4i  >^i  ^'i  3i, 
40,  io3,  ■ . .),  est 

La  série  des  puissanctrs  des  nombi-es  dont  la  somme 
des  cbifTrcs  est  égale  à  ô(5,  i4,  a3,  .  .  ,),  a  pour  période 
des  restes 

qui  est  précisément  l'inverse  de  la  [wiriode  donnée  pour 
les  puissances  de  »,ii,ioi,.,.. 

[•our  les  puissances  des  nombres  dont  la  somme  des 
chiffres  esi  7(7.  i6',  aâ,  .  .  .),  on  a  la  période 

-1-2,  —4.  —I. 
inverse  de  celle  des  puissances  de  4,  i3,  .  . . . 
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Enfin,  pour    IfS  puîs.sa lices  succcssivi-s  des   nombres 
dont  la  somme  des  clnt^'res  esl  8(8,  17,  u6,    ...),   les 
restes  des  divisions  par  9  sont 


Remarque,  —  Les  nombres  dont  les  puissances  suc- 
ressives,  divisées  par  9,  donnent  des  séries  de  restes 
inverses,  sont  dillerents  de  3,  comme  ï  et  5,  4  *'l  7^ 
comme  le  sont  précisément  les  noniLres  3,  G  et  (^  dont 
les  restes,  o,  peuvent  être  considérés  comme  formant 
des  périodes  inverses. 

2.  On  peut  conclure  de  la  lliéoriu  des  restes  (jue,  si 
l'on  divise  les  puissances  d'un  nombre  par  les  nombres 
10,  100,  louo,  . . .,  les  restes  se  reproduiront  périodi- 
quement, c'est-à-dire  t]tie,  si  l'on  considère  les  puis- 
sances successives  d'un  nombre,  les  cbillres  des  di- 
zaines, des  centaines,  des  mille,  etc.,  se  reproduiront 
périodii|uement. 

De  l'exameu  du  tableau  que  l'on  {)eut  former  en  con- 
sidérant des  puissances  successives  des  quarante  pre- 
miers nombres,   on  peut   déduire  les  remarques  sui- 

1°  Les  puissances  des  nombres  impairs,  dont  le 
cliillre  des  dizaines  esl  un  nombre  pair,  n'ont,  comme 
eliillrc  des  dizaines,  que  des  nombres  pairs. 

3°  Les  puissances  des  nombres  impairs,  dont  le 
cliilTrc  des  dizaines  est  un  nombre  impair,  ont,  comme 
diilTres  des  dizaines,  alternativement  un  nombre  impair 
et  UQ  nombre  pair. 

3°  Lorsque,  dans  la  période  des  diilbesdes  dizaines 
des  puissances  d'un  nombre  quelconque,  tous  les  cinlires 
se  trouvent  compris  une  fuis,  et  uue  fois  seulement,  uu 
cbill're  pair  alterne  avec  un  chiffre  inqiair. 
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4"  Lorsque  lous  les  cliifTrea  se  trouvunl  répélés  deux 
fois,  et  deux  fois  seulement,  dans  la  série  des  chtflres  des 
dizaines  des  puissances  d'un  nombre  pair,  deux  cbif- 
fres  pairs  alternent  avec  deux  cliiffres  impairs. 

5"  Lorsque  tous  les  chiffres  se  trouvent  répétés  deux 
fois,  et  deux  fois  seulement,  dans  la  série  des  chiffres 
.  des  dizaines  des  puissances  d'un  nombre  impair,  un 
chiffre  pair  alterne  avec  un  chiffre  impair. 

6°  Les  périodes  des  chiffres  des  centaines  des  puis- 
sances d'un  nombre  quelconque  peuvent  se  diviser  en 
parties  de  périodes. 

Les  périodes  des  chiffres  des  centaines  se  composent 
de  deux,  cinq  ou  dix  parties. 

Ces  parties  comprennent  autant  de  chiffres  qu'en 
contient  la  période  complète  des  chiiTres  coirespondants 
des  dizaines. 

Suivant  que  la  période  des  chiffres  des  dizaines  est 
plus  ou  moins  considérable,  la  période  correspondante 
des  cliiffres  des  centaines  se  compose  d'un  nombre  in- 
versement plus  ou  moins  restreint  de  parties. 

7°  Les  différentes  parties  des  périodes  des  chiffres  des 
centaines  des  puissances  d'un  nombre  peuvent  se  dé- 
duire les  unes  des  autres  en  ajoutant  à  chaque  cliifli-e 
correspondant  de  la  partie  précédente  soit  un  nombre 
constant,  soit  deux  ou  quatre  nombres  constants  qui 
peuvent  se  réduire  à  un  ou  deux  nombres  constants  en 
valeur  absolue,  lantàt  négatifs,  tantôt  positifs,  suivant 
une  loi  constante. 

Suivant  que  ces  nombres  constants  sont  plus  ou  moins 
grands,  le  nombre  des  parties  de  période  est  inverse- 
ment plus  ou  moins  grand. 

On  conçoit  en  effet  que,  si  le  nombre  constant  est  i, 
il  failledix  parties  de  période  pour  retrouver  la  première 
partie;  que  si,  au  contraire,  les  nombres  constants  sont 
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9  el  4)  il  faille  seulement  cinq  parties  de  période  pour 
retrouver  la  première  partie. 

8°  Lorsque  la  période  des  chiiTres  des  dizaines  des 
puissances  d'un  nombre  se  compose  d'un  nombre  pair 
de  chiffres,  on  peut  la  subdiviser  en  deux  parties  qui 
comprennent  chacune  la  moitié  des  chiffres  et  dont  la 
seconde  peut  se  déduire  de  la  première,  suivant  une 
loi  constante. 

9°  Lorsque  la  péritfile  des  chiffres  des  dizaines  se 
compose  d'un  nombre  de  chiffres  impair,  on  peut,  en 
ajoutant  un  nombre  constant  au  chiffre  précédent  dans 
la  période,  trouver  le  suivant. 

D'ailleurs  une  période  de  chilTres  de  dizaines  n'est 
composée  d'un  nombre  impair  de  chiffres  que  lorsque 
tous  les  chiffres  qui  la  composent  sont  les  cinq  chiil'res 
impairs  ou  zéro. 

lo"  Les  nombres  dont  les  périodes  des  chiffres  des 
unités  offrent  de  grandes  analogies  les  uns  avec  les  autres 
sont  précisément  ceux  dont  la  somme  des  chiffres  des 
unités  est  égale  à  lo 

o  cl  10,     I  et  9,    2  et  8,    3  et  7,     4  et  6,    5  et  5. 

11'  D'une  manière  générale,  on  peut  dire  qu'il  n'y  a, 
pour  tous  les  nombres  depuis  o  jusqu'à  l'inSni,  que  vingt 
périodes  de  chiffres  des  dizaines  distinctes,  qu'on  peut 
résumer  dans  le  Tableau  synoptique  suivant  : 

La  période  des  chiffres  des  dizaines  des  nombres  qui 
se  terminent  par 

01,  31,  41,  6t,  Si  compreod   1   fois  tous  les  cliiffres 

02,  -XI,  4a,  63,  8)  «%..:> 

03,  a3,  43,  63,  83  m  4  i>  a  pairs 

04,  M,  ii,  64,  84  »  I  » 
oî,  a5,  45,  65,  85  p<i  a 

ofi,  a6,  (fi,  fi6,  Bf>  »  1  "  u 
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07,  37,  J7,  67,  87  compreDcl  J  fois  tous  tes  chinVes  pairs 

oS,  a8,  4S,  68,  S8  »  -^  » 

09,  39,  ^9,  69,  89  0  a  pairs 

10,  3o,  5o,  70,  go  est  o 

îi,  31,  5.,  7',  91  "  1            ..            . 

12,  3a,  53,  73,  9a  «  -2            «            Il 

i3,  33,  53,  73,  93  »  3            !■            » 

14,  34,  5i,  74,  93  "  1 

i5,  35,  35,  75,  9Î  est  2,  7 

16,  36,  Î6,  76,  96  "  I            >.            "             impairs 

'7.  3".  57,  77,  97  »  j            "            " 

18,  38,  58,  78,  98  0  a 

"9.  39,  59,  79,  99  »  I            " 

30,  40,  6a,  80,  00  e»l  o 

ia°  Les  cliiffres  qui  composent  les  périodes  des 
dizaines  ne  se  reproduisent  pas  dans  le  même  ordre  pour 
les  nombres  dont  la  différence  est  30  ;  mais,  étant  donné 
l'ordre  des  eliiffres  d'une  des  pétioiles,  ou  peut  trouver 
l'ordre  des  eliiffres  des  quatre  périodes  correspondantes, 
en  prenant  soit  tous  les  i3,  soit  tous  les  i5,  soit  tous 
les  17  chiffres  et  d'une  manière  générale  tous  les  n'  "" 
chiiYres  de  la  période  donnée.  Ainsi,  étant  donnée  la 
période  des  chiffres  des  dizaines  d'un  nombre  <jui  se  ter- 
mine par  o3,  on  a  celle  des  nombres  qui  se  terminent 
par  23,  en  prenant  tous  les  i3  cliîffi-es  de  la  première; 
celle  des  nombres  qui  se  terminent  par  43,  en  prenant 
tous  les  13  chiffres  de  la  première,  celle  des  nombres 
qui  seterniincnt  par  63,  en  prcnaui  tous  les  17  chiffres 
de  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

i3°  On  pourrait  de  même  tirer  l'ordre  des  chiffres 
des  périodes  des  dizaines  des  nombres  qui  se  terminent 
par  4ii  61,  81,  en  prenant  tous  les  17,  i3  et  19  chif- 
fres des  nombres  qui  composent  la  période  des  chiffres 
des  dizaines  des  puissances  des  nombres  qui  se  termi- 
nent parai,  etc. 

14'  Souvent  même,  on  peut  déduire  les  chiffres  des 
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dizaines  des  puissances  successives  d'un  uouibre  par  la 
considéralioR  de  la  période  currcspoudantc  pour  uu 
nombre  iiifériourà  dix  unités  seulement. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  obtenir  la  période  des  chiffres 
des  puissances  de 

12  ea  prenant  les  g  cliilTre^  de  la  péiioUe  corriispundanie  de  3 
M  «  3  ...  «  4 


iS"  Pour  3  et  i3,  7  et  17, 9  et  iq,  on  conçoit  a /H('o/j 
qu'il  ne  peut  en  être  absolument  de  tnèuie,  puisque  3,  yet  g 
n'admettent  que  des  chilfres  pairs,  tandis  que  1 3, 17  et 
19  admettent  aussi  des  cliifl'iL's  impairs.  Pour  pouvoir 
comparer  les  périodes  des  chiffres  des  dizaines  des  puis- 
sances successives  de  ces  nombres,  il  ne  faudra  consi- 
dérer que  les  chiffres  pairs  dans  i3,  17  et  ijj,  et  alors, 
pour  avoir  la  suite  des  chiffres  pairs,  dans 

i3  on  prend  tous  les  6  chiffres  de  la  période  correspondanle  de  3 
ig  »         ■        4  ..  »  »  9 

Vu  ia  particularilé  de  la  période  des  chiffres  des  di- 
zaines des-  puissances  successives  du  nombre  7,  il  est 
assez,  naturel  qu'il  y  ait  uue  remarque  partîculièi-e  à 
faire  sur  la  relation  qui  existe  entre  la  période  des  chif- 
fres des  dizaines  de  7  et  de  17  ;  elle  se  tire  de  la  compa- 
raison obtenue  en  ne  considérant  que  les  chiffres  pairs 
de  part  et  d'autre. 

On  a  pour  7  :  —  44^0,  et  pour  17  : 
{826)-44-(6a8)  — 00. 

iti'  Quelques  nombres,  comme  7,  18,  3a,  ont  des  pé- 
riodes des  chiffres  des  dizaines  assez  parliculièrcs,  en  ce 
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sens  qu'elles  soni  un  peu  diflerenLes  de  ce  que,  suivant 
la  loi  générale,  elles  devraient  être.  Ces  particularités 
(qui  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  exceptions, 
puisqu'on  peut  par  une  loi  constante,  maïs  particulière, 
tirer  les  périodes  des  chiffres  des  dizaines  de  ces  nom- 
bres, en  les  extrayant  des  périodes  des  chiffres  des  di- 
zaines des  puissances  des  nombres  différant  de  20  de  ces 
nombres  )  doivent  être  traitées  à  part.  On  pourrait  aiusi 
faire  un  tableau  synoptique  à  l'aide  duquel,  et  sans 
aucun  calcul,  on  pourrait  immédiatement  trouver,  par 
une  simple  lecture,  la  puissance  «''^'°=  d'un  nombre  quel- 
conque donné,  et  la  racine  quelconque  d'un  nombre 
quelconque. 

USIOB    DES   TABLES    CITÉES    PLDS    HAUT. 

Soit  à  trouver,  par  exemple,  la  5'  puissance  du 
nombre  i5. 

Examinons  le  Tableau  dont  nous  avons  parlé  précé- 
demment. 

On  y  voit  : 

i"  Que  le  chilTre  des  unités  est  toujours  i  ; 

a"  Que  la  période  des  chllfres  des  dizaines  est  2,^; 
mais  que  le  chilTre  des  dizaines  de  la  première  puissance 
est  I  \  donc  le  chîllrc  des  dizaines  de  toutes  les  puissances 
d'ordre  impair,  et  par  conséquent  de  la  cinquième  puis- 
sance, est  ^  ; 

3"  Que  la  période  des  chiffres  des  centaines  est  3,6; 
mais  que  les  chiffres  des  centaines  des  deux  premières 
puissances  sont  o  et  a  ;  donc  le  chiffre  des  centaines  de 
toutes  les  puissances  d'ordre  impair,  et  par  conséquent 
de  la  cinquième  puissance,  est  3  ; 

4"  Que  la  période  des  cliiffrcs  des  mille  est  0,9; 
mais  que  les  chinVcs  des  mille  des  trois  premières  puis- 
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sances  no  rentrent  pas  dans  la  période;  donc  ic  chiffre 
des  mille  de  toutes  les  puissances  d'ordre  impair  (saut 
les  trois  premières),  et  par  conséquent  de  la  cinquième 
puissance,  est  9; 

5°  Que  la  période  des  chiffres  des  dix  mille  est  5,9; 
mais  que  tes  ctiiffres  des  dix  mille  des  quatre  premières 
puissances  ne  rentrent  pas  dans  la  période;  donc  le 
chiffre  des  dix  mille  de  toutes  les  puissances  d'ordre  im- 
pair (sauf  les  quatre  premières  ),  et  par  conséquent  de  la 
cinquième  puissance,  est  5; 

6°  Que  le  chiffre  des  cent  mille  est  7. 

7"  Que  tous  les  chiffres  représentant  les  unitésd'ordre 
supérieur  sont  o. 

On  conclut  donc,  par  une  simple  lecture  du  Ta- 
bleau dont  nous  parlons,  que  ta  cinquième  puissance 
de  i5  est  759375. 

3.  n  peut  arriver  dans  certains  calculs  qu'on  soit 
amené  à  chercher  la  racine  d'indice  inconnu  d'un  nombre, 
qu'on  sait  être  une  puissance  exacte.  Pour  trouver  cette 
racine,  il  faudrait  décomposer  le  nombre  donné  en  ses 
facteurs  premiers  ;  mais  cette  manière  d'opérer  peut 
être  longue. 

Au  contraire,  en  se  servant  des  Tables  dont  il  a  été 
question  plus  haut,  on  peut  résoudre  le  problème  par 
une  simple  lecture  et  d'une  manière,  par  conséquent, 
beaucoup  plus  rapide. 

On  demande,  par  exemple,  la  racine  d'indice  inconnu 
du  nombre  5i5t)78o3j3,  qui  est  par  hypothèse  une 
puissance  exacte. 

Nota. — Comme  nous  n'avons  fait  lesTables  que  pour 
les  nombres  inférieurs  à  4o,  nous  avons  pris  la  puissance 
d'un  nombre  inférieur  à  40.  Faisons  la  somme  des  chif- 
fres de  ce  nombre  :  en  retranchant  de  cette  somme  autant 
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lit;  luis  lu  noiribi-c-  <>  (|u'il  est  {K>ssibli-,  le  i-eslc  est  <i  ;  on 
sait,  par  les  rvmarguos  que  nous  avons  faites  au  cuui- 
mencement,  qu'il  n'y  a  que  tus  puissances  des  nombres 
multiples  de  3  qui  donnent  ce  reste  ■■,  le  nombre  donné, 
étant,  par  liypothèse,  une  puissance  exacte  d'un  nombre 
inférieur  à  4oi  est  donc  une  puissance  d'un  des  nombres 
suivants  : 

3,  6,  g.  12,  i5,  i8,  ar,  i\.  27.  3o,  33,  36,  39. 

Mais  le  nombre  donné  <'St  tiu  nombre  pair;  il  ne  jient 

donc  Être  une  puissance  d'un  nombre  impair;  éliminons 

les    nombres    impairs  de  la  série   considérée,  il    reste 

eoRimc  racines  possibles  du  nombre  donne  les  nombres 

6,  13,  18,  vti,  3o,  36. 

3u  s'élimiue  de  suite  ;  car  toutes  ses  puissances  ont  o 
pour  ebiffre  des  unités. 

De  plus,  le  chiffre  des  unités  du  nombre  donné  est  a; 
on  voit  dans  la  Table  que  les  nombres  terminés  par  4  et 
fi  n'admettent  pas  a  dans  la  période  des  cbiffres  des 
unités  de  leurs  puissances.  Le  nombre  considéré  est 
donc  une  puissance  de  i  a  ou  de  18. 

Pour  savoir  quelle  est  la  racine  du  nombre,  il  faut 
avoir  recours  au  cbiffre  des  dizaines  de  ce  uombre;  ce 
cbiffie  est  5. 

Si  nous  regardons  la  Table,  nous  vovons  que,  parmi 
les  cbiffres  qui  composent  la  période  des  cbiffres  des 
dizaines  des  puissances  de  la,  se  trouve  le  cbiffre  5;  lu 
nombre  considéré  peut  donc  iltre  une  puissance  de  la. 

Si  nous  considérons,  dans  la  Table,  la  période  des 
chiffres  des  dizaines  des  puissantes  de  18,  nous  voyons 
que  cette  période  ne  comprend  pas  le  cbiffre  5;  le 
nombre  donné  ne  peut  donc  pas  être  une  puissance 
de  18. 

Le  nombre  donné  est  donc  mlc  puissance  de  ■». 
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Clicrcltons  niûiiitcnani  quel  est  l'exposant  du  nom- 
bre 12  dans  le  nombre  considéré. 

Le  chiffre  des  unités  du  nombredonné  est  2  ;  or  on  voit 
dans  la  Table  que  la  période  des  chiffres  des  unités  des 
puissances  successives  est  a,  4i  S,  6;  une  puissance 
de  13  qui  se  termine  par  le  chiffre  2  est  d'ordre  (multi- 
ple de  4  +  0'  c'e^t-à-dirc  1,  5,  9,  i3,  17,  .... 

D'autre  part,  on  voit  dans  la  Table  que  la  période  des 
chiffres  des  dizaines  des  puissances  successives  de  1 2  est 

I.  i,  a,  3,  3,  8,  o,  9,  5,  2,  8,  5,  7,  6,  6,  i,  9.  t>,  i,  7. 

Le  chiffre  des  dizaines  du  nombre  donné  est  5  ;  donc, 
par  rapport  à  ce  chiffre  si^ulenicnt,  le  nombie  donné  est 
une  puissance  d'ordre  neuvième  ou  douzième, 

9  =  multiple  de  4  +  ■;     n'a''     '2<  multiple  «le  4  -1-  '■ 
L'exposant  de  la  racine  12  dans  le  nombre  duniié  est 
donc  9. 

Le  nombre  donné  5109780352  est  doue  =  12'. 
Pour  peu  qu'on  ait  un  peu  l'habitude  des  Tables  dont 
nous  avons  parlé,  on  résout  le  problème  avec  d'autant 
plus  de  rapidité  que  (sauf  ce  qui  concerne  la  première 
opération,  faire  la  somme  des  chiffres  du  nombre 
domié)  on  n'a  généralement  h  considérer  que  les  deux 
nu  les  trois  d.ruie.s  dùlfics  du  nt>j>ibre  donné. 


ÉCOLS  NAVALE  (CONCOIRS  DB  IHH'f). 
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2.  Un  industriel  a  emprunté,  le  i  "  j  aiivicr  1 880,  une 
somme  de  33  640^'"  dont  il  s'est  acquitté  en  deux  paye- 
ments égaux  chacun,  à  19  948'*^)  10.  Le  premier  de  ces 
payements  a  été  elTectué  le  1"  janvier  1882,  et  le 
second  le  1"'  janvier  i8S4-  On  demande  à  quel  taux 
exactl'emprunt  a  été  fait,  sachantque,  pour  ces  sommes, 
on  a  tenu  compte  des  intérêts  composés. 

Géométrie. 

1.  Démontrer  que  le  rapport  d'une  circonférence  à 
son  diamètre  est  un  nombre  constant.  Quelles  sont  les 
différentes  méthodes  que  l'on  peut  employer  pour  cal- 
culer ce  nombre  ?  Principes  sur  lesijucls  repose  la  mé- 
thode des  isopérimètres. 

2.  On  a  deux  circonférences  concentriques  A  et  B, 
qui  sont  partagées  en  un  même  nombre  n  de  parties 
égales  :  soient  A,,  A3, . . .,  A„  les  points  de  division  de 
la  première;  B,,  Bj,  . . . ,  B„  les  points  de  division  de  la 
seconde.  On  mène  At  B|,  AjBi,  . . .,  AqBy,  :  soient  Ci  le 
point  de  rencontre  de  A(B,  avec  AiB,,  Cj  le  point  de 
rencontre  de  AiB^  avec  AgBg,  ....  Démontrer  que  le 
polygone  C|  C3 . . .  Cq  est  régulier.  Cbercher  comment 
varie  la  surface  du  polygone  quand  on  fait  tourner  la 
circonférence  B  autour  de  son  centre,  la  circonférence  A 
restant  fixe  et  les  points  de  division  restant  les  mêmes: 
maximum  et  minimum. 

Géométrie  descriptive. 
Tracer  les  projections   d'un  tétraèdre    SABC    satis- 
faisant aux  conditions  suivantes  : 

On  donne  les  projections  (o,  a')  de  A 

Le  plan  prolongé  de  la  base  ABC  fait  un  angle  de  4*^° 
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avec  la  partie  postérieure  da  plan  horizontal  et  passe 
parunpointdoaDéude  jr/(a(D  =  o™,  iio).Le  sommet  B 
est  dans  le  plan  horizontal,  à  l'intersection  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  la  trace  horizontale  du  plan 
prolongé  de  ABC.  L'arête  SC  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base  ABC,  et  son  prolongcnieut  coupe  xy  eu 
un  point  donné  •^[^a^-^tt^^o^o').  La  longueur  de  l'arête 
SC  est  égale  à  o™,  070,  et  S  est  supposé  au-dessus  du  plan 
de  la  base. 


COKSTItDCTISN  DU  CENTRE  DS  COURBURE  EN  UN  POINT 
D'U^E  eLLIPSB; 

Pab  m.  a.  la  CHESNAIS, 
Élève  du  lycée  Condorccu 


Soit  CD  la  normale  au  point  C  de  l'ellipse  dont  les 
axes  sont  OA,  OB,  Le    point  C  est  la  projection    du 


point  E  du  cercle  homographiquc,  la  normale  CD  est  la 
projection  de  la  droite  ED  du  plan  du  cercle  homogra- 
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phique.  La  développée 

«st  la  projection  de  ta  courbe 

du  plan  du  cercle  homograpliique ;  cette  courbe  est  l'en- 
veloppe d'une  droite  de  longueur  -  dont  les  extrémités 
décrivent  OÂ  et  OB.  On  construit  le  point  de  contact  de 
cette  droite  avec  son  enveloppe  eu  abaissant  de  G, 
intersection  des  perpendiculaires  en  D  et  F  aux  aKe>, 
une  perpendiculaire  GH  sur  DF  ;  en  abaissant  de  H  une 
perpendiculaire  sur  OA  ,on  a  en  I  le  centre  de  courbure. 


QUeSTIONS. 


io'iO.  Soit  A)  AaAjA,  A,  Ao  A,  un  lieiitagone  inscrit; 
d'un  sommet  on  peut  mener  deux  diagonales  qui  par- 
tagent l'beptagone  en  un  quadrilatère  et  un  pentagone; 
on  a  ainsi  sept  diagonales.  Les  intersections  de  cbaque 
côté  avec  les  trois  diagonales  qui  ne  passent  pas  par  ses 
extrémités  sont  sur  une  quintique. 

(A.  L*  ClIESNAIS.) 

1531.  Le  parallélépipède  construit  sur  trois  généra- 
trices quelconques  d'un  liypcrboloïde  à  une  nappe  a  un 
volnuie  constant.  (Geatv.) 
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SUR  U  CONISTRUCTrON  DES  GOURBBS  DONT  L'ÉQUATION 
EST  DO\^ÉB  EN  C0ORDON,\ÉES  POLArRES 

["«(■)]; 
Pas  m.  Gh.  BIEHLER. 


IRIHCHES  PARABOLIQVRS  DAIIS  LES  COURBES  1>ONT  L  ÉQVATIOn 
EST  DOHNËE  ES  COORDOMNËES  POLAIRES. 

i.  Soîl  toujours 

p"'o„,(u))-(-p'"-'ç„^,((u)-(-...-Hp»,((o)-Hi5>(<o)=o 

l'équation  de  la  courbe  Nous  avons  vu  que,  quaud  a  est 
une  racine  simple  de  l'équation  ^„(<d)  =  o,  la  racine  p,, 
qui  augmente  indéfiniment  quand  bi  tend  vers  a,  donne 
naissance  à  une  hranclic  de  courbe  hyperbolique. 

Nous  allons  supposer  actuellement  que  a  est  racine 
double  de  l'équation  <f„[iù)  =  o,  c'est-à-dire 

Qous  supposerons  en  outre  que  a  n'annule  pas^„_,  (w). 
Dans  ce  cas,  la  racine  p, ,  qui  augmente  indéfiniment, 
nous  donne  l'équation 

p.  +  s,  _- ^-''..      i 

S,  étant  une  quantité  finie,  d'après  nos  liypotlièscs, 
Pi  aura  le  signe  de 


(')  A'ouvetlei  Annalet  de  Mathématiques,  'i'  s 
Atn.  di  Malhémat.,  %•  strie,  t.  IV.  (JuId  iSî^S.) 
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<lc  plus,  en  désignani  par  X,  la  fonclioii  p,siii£,  il  vient 

On  voit  par  retlc  formule  que  "k,  augmente  iadcfint- 
inent  quand  e  tend  vers  zéro  et  que  le  sigiie  de  \,  est 
celui  de 

7«-i(')  , 

Le  signe  de  \,  change  donc  avec  £.  En  se  reportant  n 
la  signification  géométrique  de  \,  on  voit  que  la  ra- 
cine pi  engendre  une  brancjic  de  courbe  qui  s'éloigne 
indéûnîment  du  rayon  polaire  OA  mené  sous  l'angle  ac 
quand  E  tend  vers  zéro.  Le  sicne  —  '""';  t-  donne  d'ail- 
leurs  la  disposition  des  branctes  de  courbe  par  "rap- 
port au  rayon  OA.  Si  —  '""J  ■  est  positif,  la  courbe 
présente  la  disposition  de  \sijig.  i;  car  à  une  valeur  po- 


silivt;  de  e  correspond  une  valeur  positive  de  ).  et  à  um 
valeur  négative  de  e  une  valeur  négative  de  ).. 

i.  Supposons  maintenant 
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On  verra,  comme  dans  leeas  précédent,  qut- la  racine, 
qui  augmente  indéCniment  quand  e  tend  vers  zéro,  en- 
gendre une  branche  parabolique  dont  la  forme  générale 
est  celle  de  \afig.  i  quand  p  est  un  nombre  pair.  Maïs, 
si  p  est  impair,  \,  ayant  une  expression  dont  le  signe 
est  donné  par 

on  voit  que  \,  ne  change  pas  de  signe  avec  e;  od    ob- 


^ent  alors   une  disposition  de   la  courbe  analogue  » 
celle  de  ^^  fig-  a- 

3.  Considérons  actuellement  le  cas  où 

¥"(«)<<>.    <p'n.-i(«)?o- 
Deux  racines  ^,  et  pj  de  l'équation  de  la  r.ourbc  ten- 
dront vers  l'inâni  et  l'on  aura  des  expressions  de  la 
forme 
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ËQ  désignant,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  tliéorîc 
des  asymptotes,    par  \,    et    Xa  les  quantités   p,sinE, 
pjsins,  il  viendra 


x,x. 


On  voit  que  la  somme  et  le  produit  des  quantités  "k,  X^ 
augmentent  indéGaiment ;  mais, si  l'on  divise  membreà 
membre  ces  égalités,  on  obtiendra 

I         t   _     E     A  +  A's 
X.'^Xl"  sine  B  +  B'e' 

par  suite,  quand  e  tendra  vers  zéro,  la  somme  t-  +  >- 
tend  vers  la  quantité  finie  -si  il  en  résulte  que  l'une 
des  quantités  X  augmente  indétînîment  et  que  l'autre 
tend  vers  une  limite  finie  ^  ■ 

L'une  des  racines,  p,  par  exemple,  augmente  donc 
indéfiniment  en  engendrant  une  branche  parabolique, 
et  l'autre  p,  engendrera  une  brandie  hyperbolique  dont 
l'asymptote  correspondante  a  pour  équation 

La  brancbe  parabolique  se  construit  aisément,  car 
on  a 

X.  ■   ?..      A-H*'"i", 

et,  comme  X,  a  pour  limite  lj=-i-  -rt  Xj  aura  le  signe 
de  —  ;  la  disposition  de  la  courbe  est  donc  analogue  à 
celle  de  la/^.  i. 

Quant  à  la  brandie  hyperbolique,  il  suffit,  pour  la 
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GOustruire,  de  connaître  le  signe  de  la  dîfTérence 


Or  on  tire  évidemment  des  formules  précédentes 

1         i  _  ^_  A  +A'6 
Xi  "^  >,  ~  siat  B  +  B't' 

I E'  1 

m;  ~  nSÛ  B  +  B'e' 
et,  par  suite, 

('   -lY-      ^'     /A  +  A'sy         j»'     ;_ 

\r,       It/        sin'E\B-HB'E/        sin»ï  B  +  B'e' 
d'où 

_i_ e_  A  .4-  A's E^         I 

.X,  '^  aiDï  B-4-B't       sÎQi  A  +  A'e  "^■■" 

Si  A',  et  B',  sont  les  parties  iadépendantes  de  c  dans 
A'  et  B',  la  diflerence  =: g  a  pour  premier  terme 

fEA',  — AB',        n 
L         B>  aJ  •■• 

le  signe  du  coefGcieat  de  s  donne  la   position  de   la 
courbe  par  rapport  à  son  asymptote. 

4.  Passons  au  cas  où  l'on  aurait 
avec 

?m(«)?o,     ?V>(=«)?o,     ?™-,(a)5o. 

Deux  racines  tendent  encore  vers  l'infini,  cl  pour  eu 
cas  on  a  les  deux  formules 

A  +  A'e 

pi  +  pt  =  — ^—  ' 

B+B'e 
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par  suite 

Xi-t-X,=:  !!!l!(A-4-A'e), 

\,  +■  X,  i-eate  fini,  mais  le  produit  X,  xXi  augmente 
indéfiniment,  et  il  ost  du  signe  de  —  ;  on  eu  conclut  que 
X,  et  X-i  augmentent  indéfiniment  et  sont  de  signe  con- 

Fig.  3. 


/i_ 


Pour  avoir  la  position  de  la  courbe,  il  suffit  de  fornior 
l'expi-ession  de  ().,  — Xs)'.  Or  on  a 

(X,_X,).-  |-(»-^».'.)--4(B-^B'.)J  snU. 

par  conséquent  (\  —  Xj)'  n'est  positif  que  quand 
est  positif,  c  est-a-dire  quand  e  est  de  signe  con- 
traire à  B. 

La  fig.  3  a  été  construite  dans  l'hypothèse  de  B  né- 
gatif. 

5.  Supposons  maintenant 
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■t 

?;;(")<o.  ?"«-.{")?<>>  '?«.-.(")?"■ 

Les  racines  qui  tendent  vers  zvro  nous  donnent  lus 


U  somme  pi  -I-  pa  est  infinie  ainsi  que  pi  X  pî,  quand  s 
Ji'annule;  on  a  de  plus 

A>-4B-hCe 

(P,~P.)'=  —~\, 

Les  racines  ne  sont  donc  réelles  que  si  A" —  4^^o, 

Supposons  cette  condition  remplie,  on  voit  que  les 

quautitcs).,  et  Xj  augmentent  toutes  deux  indéfiniment. 

On  a,  en  outre, 


(X.-X,)' 


A'- jB---Ce, 


X,  et  X]  sont  donc  réels,  quel  que  soit  le  signe  de  e  ;  le 
produit  X|  X  \  est  du  signe  de  B,  quel  que  soit  le  signe 
de  e  ;  le  signe  des  quantités  X,  cl  X«  dépend  de  celui  de 
A  sine. 

Fie-  4.  fie-  5- 


./^ 


Si  B  >•  o,  ou  a  une  disposition  analogue  t 

.fis-  4. 
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Si  B  <|  o,  on  ublïcut  la  Jig.   5  ;  la  Ji^.  4  a  él«  cou  ■ 
struite  dans  l'hypothèse  de  A  >  o. 

6>   Si  Â-  —  4^  <;  o  le  point  à  l'infini  est  imaginaire. 
Si  A' —  4^  =  "î  •-■^  si  l'on  pose 

C  =  C,  -h  C,  s, 
(>„__),j)ï  prend  la  forme 


('.,-^)'  = 


\-C\-. 


).,  et  X;  ne  sont  dune  réels  qu'autant  qi 


de  même  signe  i  mais  B  est,  dans  ce  cas,  essentielle  me  ut 
positif,  puisque  A'  =  4B;  par  suite,  les  deux  racines 
p,,  Pj  sont  de  même  signe,  ainsi  que  X,  et  X^. 

On  obtient  alors  une  disposition  analogue  à  celle  de 
la  Jig.  6  qui  correspond  au  re  brous  sèment  de  seconde 
espèce. 


REMARQUES  SUR  IIM  ARTICLE  DE  M.  l'OCAfiNE  ; 

Pau  m.  E.  CKSARO, 
Élève  ingénieqr  dcE  Mines. 

I.  Dans  la  livraison  de  décembre   i884  des  IVou- 
lelles  annales,  M.  d'Ocagnc   a  exposé  la  théorie  des 
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coordonnées  axiales.  Deux  Notes,  au  bas  de  la  première 
page,  nous  apprennent  «jue  ces  coordonnées  ont  été 
déjà  proposées  et  étudiées  par  MM.  Aoust  et  Purkiss. 
Qu'il  nous  soit  permis  d'ajouter  que  nous  avons  aussi, 
dans  Mathesis,  traité,  sous  forme  implicite,  la  mémo 
<|uestion,  et,  en  particulier,  nous  avons  donné  l'équation 
axiale  de  la  trnctrice,  signalée  par  M.  d'Ocagne  à  la 
page  553.  C'est  à  cause  de  cette  équation  que  nous 
avons  pu  considérer  la  tractrice  comme  correspondant, 
par  dualité,  à  la  spirale  logarithmique.  D'ailleurs,  on 
peut  dire,  en  général,  que  le  système  des  coordonnées 
axiales  et  celui  des  coordonnées  polaires  sont  corréla-r 
tifs.  Bien  entendu,  comme  il  s'agit  ici  de  grandeurs 
à  mesurer,  la  corrélation  est  loin  d'être  parfaite,  tant 
que  l'on  reste  dans  le  champ  de  la  Géométrie  eucli- 
dienne.lïesi,  par  eouséquenljdésiralilede  voir  quelque 
mathématicien  s'occuper  de  l'étude  des  coordonnées 
axiales,  dans  la  Géométrie  générale, 

II.  1°  A  la  page  357  de  la  même  livraison,  on  voit 
la  figure  d'une  courbe,  dont  M.  d'Ocagne  a  mis  en  évi- 
dence les  remarquables  propriétés.  Or  il  n'est  pas  dîf- 
Gcile  de  voir  que  la  courbe  en  question  est  une  déve- 
loppante de  cardioïde.  Ceci  est  une  conséqueuee 
immédiate  de  la  propriété  suivante,  facile  à  démontrer  : 
.  La  normale,  limitée  aux  axes,  est  égale  à  ia.  En 
outre,  ta  tliéorie  des  mouvements  plans  fournit,  pour 
le  centre  de  courbure,  une' construction  fort  simple, 
fondée  sur  ce  que  la  projection  de  l'origine  sur  la  nor- 
male et  le  centre  de  courbure  sont  également  éloignés 
du  milieu  de  la  normale,  limitée  aux  axes. 

2"  On  peut,  par  le  pur  calcul,  arriver  fort  simple- 
ment à  découvrir  que  la  développée  de  la  courbe  dont 
il  s'agît  est  une   oardioïde.  Observons   d'abord  que, 
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lorsqu'on  est  parvenu  à  trouver,  en  fonction  de  la  coor- 
donnée 9,  l'expression  f(H)  du  rayon  de  courbure,  on 
obtient  Véi/uation  intrinsèque  de   la   développée    par 
l'élimination  de  9  entre  les  équations 

Or,  M.  d'Ocagne  a  dénioDtré  que 

/(0)=^(i  +  3coss0). 

L'équation  de  la  développée  résulte  donc  de  l'élimina- 
tion de  0  entre  les  équations 


Il  est,  d'ailleurs,  permis  de  remplacer  j  par  j  -t —  > 

en  rboisîssant  convenablement   l'origine  des  arcs.  Oii 
trouve  enlin 

P>-h4ï'  =  9'''- 

Cette  équation  représente  une  hjpocjcloïde  à  quatre 
rebroussements,  engendrée  par  un  point  d'une  circon- 
l'érenoe,  de  diamètre  n,  roulant,  sans  glisser,  à  l'inté- 
rieur d'une  circonférence  de  diamètre  quadruple. 

lU.  Une  des  propriétés  les  plus  importantes,  qui  n'a 
pas  été  suffisamment  remarquée,  résulte  de  la  définition 
même  de  la  courbe,  c'est-à-dire  de  l'égalité  OD  =  MJN. 
En  ellet,  en  vertu  de  cette  égalité,  les  triangles  rectan- 
gles ODT,MNT  sont  égaux,  cl,  par  suite,  T  est  le 
milieudeOii.  D'après  cela,  I  est  le  milieu  du  segment 
NN'de  la  normale,  limitée  aux  axes.  Or  M.  d'Ocagne 
a  démontré  que  IN=  a.  Donc  ]\N'^  2a.  Maintenant 
il  est  aisé  du  voir  que  l'un  peut,  h  la  construction  indi- 
quée par  M.  d'Ocagne,  substituer  la  suivante  :  ayant 
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pris,  sur  la  circonférence  de  rajon  aa,  avec  le  centre 
cuO,  un  point  quelconque  J,  projetons-le  sur  les  axes 
Ox,  O^,  en  N,  N'.  Le  poini  M  est  la  projection, 
sur  Hft',  du  milieu  T  de  ON".  En  outre,  la  tangente 
est  MT,  et  le  centre  de  courbure  est  la  projection  de  J 
sur  NN'. 

IV.  Une  intéressante  application  des  coordonnées 
axiales  consiste  dans  l'étude  des  courbes  corrélatives 
des  conchoîdes.  Si  l'on  fait  tourner  d'un  même  angle  <i) 
les  tangentes  à  une  courbe  quelconque  Aq,  autour  des 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  fixe,  elles  enve- 
loppent, dans  leurs  positions  nouvelles,  une  eourbe  A^- 
La  construction  par  laquelle  les  courbes  Â^  dérivsnt 
de  Ag  peut  être  regardée  comme  corrélative  de  celle 
qui  donne  les  conchoîdes  d'une  ligne  donnée,  relative- 
ment à  nnpointfixe.  Les  propriétés  des  courbes  A^  sont 
des  corollaires  immédiats  de  la  théorie  des  mouvements 
plans;  mais  nous  voulons  montrer  comment  on  peut  y 
parvenir  par  les  formules  que  M.  d'Ocagne  a  établies 
dans  sa  Note. 

(d)  Il  est  clair,  avant  tout,  que  l'équation  axiale 
de  Au,  la  droite  fixe  étant  prise  comme  axe,  se  déduit  de 
celle  de  Ag  par  le  changement  deO  en  (J  —  <u.  Les  déri- 
vées ^.  Tpi  ■  ■  ■  sont  donc  les  mêmes  pour  toutes  les 
courbes.  Transportons  l'origine  au  point  T,  pied  com- 
mun des  tangentes  aux  courbes  A^.  On  sait  que  les  coor- 
données du  point  de  contact  Mu,  de  l'une  de  ces  droites 
avec  la  courbe  correspondante  sont 
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L'éliiuinatioit  dt  w  donne! 

Par  conséquent  les  points  Mu,  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence K,  de  diamètre  -^  >  tangente  à  l'axe  au  pointT. 
Il  en  résulte  que  les  normales  concourent  en  un  même 
point  :  c'csl  le  point  S,  diamétralement  opposé  à  T, 
sur  K.  On  sait  encore  que  le  rayou  de  courbure  de  A„, 
au  point  M^i  est 

Prenous,  sur  TS,  la  longueur  SU,  égale  à  TS.  Trans- 
portons l'origine  en  S  et  l'axe  des  j-  en  SU  :  dirigeons 
le  nouvel  axe  des  :r  en  sens  inverse  de  l'ancien,  et  pre- 
nons, sur  sa  partie  positive,  SV  =  -ttj  ■  D'après  ia  der- 
nière formule,  si  Co,  est  le  centre  de  courbure  de  Aui  on  a 


SC„=  SVcosUSC„-i-SUi 


«tSê.. 


Le  lieu  des  points  Cq,  est  donc  la  circonférence  K', 
décrite  sur  UV  comme  diamètre. 

(h)  Parmi  les  lignes  dérivées  de  Ag,  la  ligne  A« est 

particulièrement  remarquable.  La  transformation  qui 
nous  donne  An,  enpartantde  Arpent  être  appelée  recco- 

tangentielle  :  si  on  l'applique  à  An,  on  retrouve  Ag. 

Dans  la  famille  des  lignes  A»,  chaque  ligne  a  donc  sa 
conjuguée.  Une  parabole,  par  exemple,  est  sa  propre 
transformée  reetotangenlîelle,  ou  Lien  celle  de  son  foyer- 
suivant  que  l'on  choisit  pour  axe  de  transformation  la 
directrice  ou  la  tangente  au  sommet.  Les  points  corres- 


:  .y  Google 


(,6.  ) 
pondants  de  deux  lignes  coRJuguécs  sont  diamétrale- 
ment opposés,  sur  K.  Il  en  est  de  même,  sur  K',  des 
centres  de  courbure.  Les  deux  diamètres  t'ont  un  angle 
constant,  de  sorte  que  leur  point  d'intersection  décrit 
nne  circonférence  ;  celle-ci  passe  par  les  centres  des 
circonférences  K,  K',  et  par  leur  point  de  rencontre  Q, 
autre  que  S.  Il  y  aurait  à  considérer,  plus  généralement, 
les  transformations  axiales  des  courbes  planes,  corré- 
latives des  transformations  centrales,  étudiées  par 
M,  d'Ocagne  dans  MaOïesis. 

[c]  Le  point  Q  constitue,  évidemment,  pour  la 
courbe  correspondante,  un  point  de  rebrousscmcnt.  Si 
'/.=f[H)  est  l'équation  axiale  de  Ao,  l'équation  du 
lieu  des  rebroussentents  résulte  de  l'élimination  de  t 
entre  les  égalités 

1=/(t),     tang9=~a-^J- 

Souvent,  la  construction  de  Q,  moyennant  les  circon- 
férences K,  K',  permet  d'obtenir  avec  plus  de  facilité  le 
lieu  des  rebrous sements.  C'est  ainsi  que,  dans  le  cas 
d'une  parabole,  dont  la  tangente  au  sommet  est  prise 
comme  axe,  on  voit  immédiatement  que  le  lieu  en  ques- 
tion se  réduit  au  foyer.  Pour  une  cycloïde,  c'est  la  Jiase 
qui  est  le  lieu  des  rebrou  s  sements,  lorsqu'on  prend  pour 
axe  la  tangente  aux  sommets. 

[d)  Le  lieu  des  rebroussements  est  très  important, 
parce  qu'il  suffit  pour  définir  une  famille  de  lignes  Au,. 
A  cet  effet,  observons  que  le  point  Q  est,  en  vertu  de  sa 
déGnitîoD,  un  point  d'intersection  des  deux  cercles  K 
consécutifs.  Il  en  résulte  que  l'enveloppe  de  K  est  con- 
stituée par  l'axe  et  le  lieu  des  rebroussements.  Ces 
deux  lignes  étant  données,  si  l'on  fait  mouvoir  la  eir- 
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conférciici!  enveloppée,  son  dîaméti-e  -=  est  néccssaire- 
raeiit  fonctioQ  du  chemin  )<,  parcouru  par  son  poîiit  de 
contact  avvc  l'axe.  Si  l'on  écrit  la  relation  existant  cnlre 
CCS  grandeurs,  on  connaîtra  par  intégration  l'équation 
générale  des  lignes  Aq,,  contenant  une  constante  arbi- 
traire.  A  chaque  valeur  de  la  constante  correspond  une 
ligne  particulière.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si 
X  =y(Q)  est  l'équation  axiale  de  la  ligne  des  rebrousse- 
ments,  l'équation  difTérentielle  générale  des  lignes  A^ 
résulte  de  l'élimination  de  •:  entre  les  égalités 

X  =/(,)+/■(.).!.,,     §  =  4/'W.in-;<''- 

V.  (a)  Il  est  important  de  savoir  quelle  transfor- 
mation axiale  correspond  à  la  transformation  central)^, 
dilc  par  raj'ons  vecteurs  réciproques.  En  cherch&nt  à  ré- 
soudre cette  question,  on  est  inévitablement  coniluit  à 
étudier  la  transformation  axiale,  déânie  par  la  relation 

0,        e, 

tang— tang-   =  con»t. 

Si  Mcstunpointd'une  courbe  quelconque,  etTle point 
où  la  tangente  en  M  rencontre  l'axe  desX  {axe  de  (ranj- 
/ôrmafion),  la  circonférencede  centre T,  passant  par  M, 
est  le  lieu  de  tous  les  points  qui  correspondent  à  M  sur 
les  différentes  axiales  réciproques  de  la  courbe  consi- 
dérée. Les  tangentes  à  ces  courbes,  aux  points  corres- 
pondants, concourent,  par  déiinition,  ea  un  même  point 


(')  Ed  terminant  res  remarque»,  nous  nous  npci'ccfons  d'avoir 
appelé  improprement  eardioïde,  d'après  la  numenclaturc  proposât 
par  quelques  géomètres,  l'hypocjclulde  i  quatre  rcbroussemenis. 
tandis  que  c'est  à  i'épirjcioldc  i  un  seul  ri^hmusscnicat  que  l'on 
diinne  «rdînairemeat  ce  nom. 
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de  l'axe.  En  outre,  ellex  ont,  d'après  ce  qui  a  eié  dii 
plus  haut,  des  longueurs  égales,  pourvu  qu'où  les  sup- 
pose limitées  entre  l'axe  et  leurs  points  de  contact.  Ce 
lliéorème,  corrélatif  d'une  proposition  fort  comme  dans 
la  théorie  de  l'inversion  polaire,  a  pour  corollaire  immé- 
diat la  proposition  suivante  :  Les  axiales  réciproques 
d'une  Iractrice,  par  rapport  à  sa  directrice,  sotit  les 
tractrices  égales,  admettant  même  directrice  (').  On 
doit  se  rappeler  que,  dans  l'inversion  polaire,  la  spirale 
logarithmique  a  pour  transformées,  relativement  à  son 
pôle,  les  spiralf^s  égales,  de  mùme  pôle. 

{6)  Autre  tliéorème  très  remarquable  :  Les  centres 
de  courbure  de  deux  axiales  réciprot/udS,  en  deux 
points  correspondants,  sont  sur  une  perpendiculaire  à 
l'axe.  Corollaire  :  Un  cercle  a  pour  axiale  réciproque^ 
par  rapport  à  une  droite  quelconque,  tout  cercle  qui 
admet  avec  lui,  pour  axe  radical,  la  droite  consi- 
dérée. 

(c)  Parmi  les  axiales  réciproques  d'une  courbe  don- 
née il  y  en  a  généralement  deux,  à  chaque  instant,  qui 
présentent  un  point  de  rebroussement.  Ces  points  de 
rcbroussement  sont,  évidemment,  ceux  où  la  circonfé- 
rence (T),  lieu  instantané  des  points  de  contact,  ren- 
contre la  |)erpendiculaîre  à  l'axe,  lieu  instantané  des 
centres  de  courbure.  C'est  en  ces  points  aussi  que  la 
mèmtf  circonférence  touche  son  enveloppe.  Le  lieu  des 
rebroussements  coïncide  donc  avec  l'enveloppe  de  (T), 
Ces  circonstances  sont  aisées  à  reconnaître  dans  le  cas 
de  la  iraclrice.  Alors  le  cercle  {T)  est  invariable,  et  le 

C)  Il  y  aurait  A  rtsouilrc  U  qucMion  suivamc  ;  Queftcs  aont  tex 
courbes  égales  à  leurs  axiales  réciproques?  On  »ait  que  In  question 
corrélative  a  ëtc  amplement  traitfn  par  M.  Gcnonchi. 
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lieu  (les  rebrousse  m  cnts  est  ooiislilué  par  dvus  paral- 
lèles à  l'axe,  équidislantes  de  celui-ci.  Enliu,  les  centres 
de  courbures  se  trouvent  sur  le  diamètre  de  (T),  per- 
pendiculaire à  l'axe,  propriété  connue. 

(rf)  M.  d'Ocagne,  à  qui  nous  avons  communiqué  ces 
remarques,  noua  a  fait  observer  que  V inversion  axiale. 
dont  il  vient  d'être  question,  ne  diflère  pas  essenlielle- 
ment  de  la  transformation  par  semi-droites  récipro- 
ques, imaginée  par  M.  Laguerre.  Le  lliéorème  (n)  est 
dû  à  M.  Laguerre,  ainsi  que  le  corollaire  (6).  Ce  der- 
nier théorème  a  été,  avec  quelques  autres  remarques, 
le  ^ujet  d'une  Communication  orale,  fmie  par  M.  d'O- 
cagne à  la  Spciété  Mathématique  de  France  {  é8  mat, 
i883)  {').  Enfin,  nous  devons  ajouter  que,  dans  ses 
articles  des  Nouvelles  Annales,  M.  Laguerre  n'a  pas 
manqué  de  faire  ressortir  la  corrélation  existant  entre 
les  transformations  par  rayons  vecteurs  et  par  semi- 
droites  réciproques.  Cependant  nous  n'avons  pas  jugé 
inutile  d'appeler  de  nouveau  l'attention  des  lecteurs  sur 
cette  intéressante  transformation,  surtout  pour  en  don- 
ner un  exposé  pour  ainsi  dire  immédiat,  n'exigeant  pas 
de  connaissances  préalables,  ne  se  rattachant  à  aucune 
théorie  spéciale,  et  ne  demandant  que  l'emploi  facilceC 
naturel  des  coordonnées  axiales.   ' 


(')  Nous  apprenons  que  M.  d'Oca^ine  vu  réunir  tous  res  résalUls 
en  une  intéressante  brochure  sur  les  transformations  axiales'  el,  m 
particulier,  sur  la  transformation  orthotangentietle,  à  laquelle 
M.  d'Ocagne  est  parvenu  indépendamment  de  nos  propres  rerherrhcs. 
Nous  ferons  seulement  observer  que  nous  avons  en,  depuis  long- 
temps, l'idée  de  relie  transformation,  ciimme  le  prouve  la  Qtui- 
tion  1î9ti,  pr.iposre  dans  Mathesis  (  t,  III  ). 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  BB  1881. 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Pai  m.  p.  GIAT, 
Elive  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucas). 

Trouver  le  lieu  des  points,  tels  que  les  pieds  des  six 
normales  qu'on  peut  mener  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux  à  un  ellipsoïde  donné  à  trois  axes  inégaux  se  sépa-  ' 
rent  en  deux  groupes  de  trois  points  dont  tes  plans 
respectifs  soient  parallèle.'!  entre  eux  (  '  ). 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellip- 
soïde, l'équation  générale  des  quadriques  passant  par 
les  pieds  des  normales  issues  du  point  (a,  ^^y)  est 


?)-c':y(*-Y)j 


Pour  que  cette  équation  représente  un  système  de 
deux  plans  parallèles,  il  faut  d'abord  que  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  soit  carré  parfait.  Ici  l'on  aura 


(S-i-ÏÏ- 


(')  L'en onci!  complet  comportait  une  deu: 
t.  I,  p.  i8(|),  qui  n'est  pas  traitée  ici. 
Jna.  de UalMm*l.,î'  lérle,  t.  IV.  (Juin 
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Prenons  d'abord  f  — *-  ^  +  -  )  ■  Nous  en  d^uisons 
\a        b        cj 

-, a_  a  a 

aA{a*— é»)'     ^^  6c(i»— c»)*      ^™  co(c«  — o*)' 

et  r^qaation  (t)  devient 

\a        h       c)  a\a*—b*       a*—a>) 

y  }_0T_  ai     \ 

3  /     aa  6p     \         _ 

Ensuite  il  faut  que  l'ensemble  des  termes  du  premier 

degré  soit,  à  un  facteur  constant  peèty  — ^  a  '^ 

On  a  donc 

Ap  cy     _      CY  aa     _      as  63 

a«  — é»  ~  c'—  a'  "  i'  — c«  "*  <»*— i»  ~  c'  —  a»  "  6»  —  c»' 

OU,  en  simpliGant, 

a9(A«—  c«)  =  6p(c«—  a»)  =  cf  (a»— 6«). 
Les  deux  plans  parallèles  sont  alors 

ï  +  Z  +  i„±,. 

(t  A         c 

Le  lieudu  point  (a,  p,  y)  aveclesdiverses  combinaisons 
de  signes  se  composera  par  conséquent  de  quatre  droites 
passant  par  l'origine  et  les  pieds  des  normales  issues  de 
tous  les  points  de  ces  droites  seront  dans  les  quatre  sys- 
tèmes de  deux  plans  parallèles  obtenus  en  joignant  les 
extrémités  des  axes  de  l'ellipsoïde. 
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MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES; 

Pi*  M.  P.  GIAT, 

Élève  du  l}'cée  Saint-Lnuis  (classe  de  M.  Lacas). 

Etant  donné  un  triangle  ABC  insci'U  dans  un  cercle 
de  rayon  R,  on  mène  les  bissectrices  intérieures  des 
angles  A,B,C.  Soient  A,,B,,C,  les  points  oit  elles 
rencontrent  le  cercle  : 

i"  Désignant  par  S,  S|  les  aires  des  triangles  ABC, 
A,BtC|    et  par  d  te  diamètre  du  cercle  inscrit   au 
triangle  ABC,  on  />ropose  de  démonti-er  que  l'on  a 
S,       R 

7."  On  considère  une  suite  indéfinie  des  triangles 
ABC,  AiB,C,,  ...,  Aj,B„C„,  ...,  tous  inscrits  dans  le 
même  cercle  et  dont  chacun  se  déduit  du  précédent 
comme  dans  l'énoncé  ci-dessus  le  triangle  AiB,Ct  se 
déduit  du  triangle  ABC.  Démontrer  que,  lorsque  le 
nombre  entier  m  augmente  indéfiniment,  le  triangle 
Ai«B|„Cjn  tend  vers  une  position  limite  aPy;  dans  les 
mêmes  conditions,  le  triangle  Aim+i^3,.+if^im+i  tend 
aussi  vers  une  position  limite  ot'  p'^  ;  les  deux  triangles 
limites  ap^,  a.'P'y'sont  é^uilatéraux  et  syméttiquenient 
placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 

3"  Démontrer  que,  si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R 
du  cercle,  le  produit  des  nombres  qui  mesurent  les 
diamètres  des  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC, 
A|B|C,,  . . .,  A„B,Cn  tend  vers  une  limite  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

1°  Désignons  par  a,  b,  c,  A,  B,  C,  r,  R  les  élémeots 
de  ABC,  par  a,,  b,,  e,,  A|,  B,,  Ci    les   éléments  de 

'  A, B.C. 
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On  voit  fccileraenl  que 


Calculons  Si  : 

S,  =  -  £tC|SinAi', 

or 

b,=  aRsinBi,     Ct  =  9RsinC,, 

''™'  s,=  .B-.i.A,.inS,.i«C„ 

OU,  d'après  les  égalités  (i), 

ABC 

Si  =  aR'cos— cos-  cos-  ■ 


S=pr. 

ais 

c 

En  remplaçant,  il  vient 

S  =  4Rrcos-cos-c 

"^ 

■"»"'■                       s        R       R 
S.Tr'd- 

3»  Éï.luom  les  «ngl"  ^i.*' *"  ''«'  '•'"K"»" 

triangles. 
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Lorsque  n  devient  très  grand,  —  tend  vers  o  et  A„ 
tend  vers 

'~4 

On  voit  ainsi  que  la  limite  de  Aq  est  60".  On  trouve- 
rait de  même  que  les  limites  de  B^  et  Ca  sont  60".  Le 
triangle  AaB„C„  tend  donc  à  être  équiUtëral. 

Maintenant  O  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  on  a 

AOA,=-aG+A=  i8o'-(B  — C), 
A,OA,  =  i8o--{B,-C,)  =  i8o'-t-5^:i^; 
par  suite 

AOA.=  î^. 
De  même, 
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Les  arcs  AAi,AiA|,  ...  formeni  donc  les  termes 
d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  j. 
Aucun  des  arcs  AAg,  A] A4,  ...,  Am_, Aj„  n'eia- 
piéiaut  l'un  surl'autre,  la  somme  de  ces  arcs  représente 
la  distance  AAg^-  A  la  limite,  on  auiv 


On  connail  donc  la  position  limite  vers  laquelle 
tendent  les  triangles  d'ordre  pair. 

On  trouverait  de  même  que  les  triangles  d'ordre  im- 
pair ont  une  position  limite  oc'^'y')  telle  que 


hes  triangles  formas  tendent  donc  vers  deux  triangles 
équilatéraux  ayant  leurs  sommets  symétriques  par  rap- 
port au  centre  du  cercle. 

3°  Si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R,  on  aura 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

Si  n  augmente  indéfiniment,  la  limite  de  S^^i  est  —7-  ' 


Donc  le  produit  /Id,  ■  ■  >da  tend  vers  une  limite 
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RHÉTORIQUE; 

P»«  M.  P.  GlAT, 

Êliie  du  lycée  Saint-Louis  (ctasse  de  M.  Lucm). 

Un  tronc  de  côna  est  tel  que  sa  hauteur  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  diamètres  de  ses  deux  bases. 
Onpropose  :  i°  de  démontrer  qu'on  peut  inscrire  une 
sphère  dans  ce  tronc  de  cône;  a°  la  hauteur  h  étant 
donnée,  de  déterminer  les  rayons  des  deux  bases,  de 
manière  que  la  sur/ace  totale  du  tronc  d»  cône  soit 
équivalente  à  un  cercle  de  rayon  a.  Discussion. 

i'  Tout  revient  à  démontrer  que  l'apothème  du 
tronc  est  égal  i  R  +  r;  car  alors  le  trapèze  obtenu  en 
coupant  le  tronc  par  un  plan  passant  par  l'axe  sera  tel 
que  la  somme  des  cdtés  non  parallèles  soit  égale  à  la 
somme  des  bases,  c'est-à-dire  sera  circonscrîptible. 

Or,  d'après  l'énoncé, 

(I)  4Rr  =  A». 

Maintenant 

a«  =  A»+(R  — r)>  =  Ai+{R-)-r)»-4R^=(R  +  r)", 

d'où 

a=R-hr.  C.Q.F.D. 

%"  La  surface  totale  du  tronc  est  égale  à 

Ti(R -h  r)(R4- r)H-K(R»-i- r')=  ita*. 

On  a  donc 

(R-*-r)«+R»-4-r«=a», 
ou 
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Les  équations  (i)  et  (a)  donnent  le  produit  et  la 
somme  des  quantités  R  et  r;  ces  quantités  sont  donc  les 
racines  de  t'équalion 

Discussion.  —  Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il 
faut  que 

d'où 

Le  produit  des  racines  étant  positif,  les  deux  racines 
sont  de  même  signe  j  leur  somme  étant  positive,  elles 
sont  positives. 

Dans  le  cas  oùa'  =  — <  la  surface  totale  est  mini- 
mum, R  =  r,  et  le  tronc  de  cône  devient  un  cylindre. 

Remarque.  —  Le  volume  du  tronc  est  égal  an  pro- 
duit de  sa  surface  totale  par  le  ^  de  sa  hauteur  :  on  le 
démontrerait  sans  difiicullé. 


SECONDE; 
P**    .M.   EMILE    BÉNÉZECH. 
Élève  du  Pryta née  militaire. 

Soit  un  carré  ABCD;  par  deux   sommets  opposés 
\  etCde  ce  carré,  on  mène,  d'un  même  côté  par  rap- 


mzecDï  Google 


(  273  ) 
port  au  plan  du  carré,  les  droites  AK,  CL  perpendi- 
culaires à  ce  plan.  On  prend  sur  AK  un  point  A'  dont 
la  distance  au  centre  du  carré  est  égale  au  côté  du  carré 
et,  sur  CL,  un  point  C  dont  la  distance  au  point  A'  est 
égale  au  double  du  côté  du  carré. 

I*  Démontrer  que  la  droite  A'C  est  perpendiculaire 
au  plan  BDA'; 

2°  Former,  en  appelant  a  le  côté  du  carré,  tex- 
pression  du  volume  de  chacun  des  tétraèdres  A'  A  B  O, 
C'CBD,C'A'BD. 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales 
AC  et  BD. 

Pour  démontrer  que  la  droite  C'A'  est  perpendicu- 
Uire  au  plan  BDA',  il  sufBt  de  constater  qu'elle  est  per- 
pendiculaire aux  deux  droites  OA',  DA'  qui  passent  par 
son  pied  dans  le  plan.  Or  on  a 


puis,  menant  A'E  parallèle  à  AC,  on  a 
C'E  =  a/â, 


et,  par  suite, 

doue 

CÔ'=  ?iL'  +  î!  =  5a*  =  ÔA''+CÂ', 

ce  qui  prouve  que  C'A'  est  perpendiculaire  sur  OA'. 
On  a  encore 

3  3  3  3 

donc 
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La  proposition  est  par  oonséquent  démontrée. 

Les  valeurs  précédentes  de  AA',  CO  permettent  de 
t:alculer  sur-le-champ  les  volumes  des  tétraèdre*  dont  il 
s'agit  dans  l'éuoDcé,  et  l'on  a 

ïoLAA'BD  =  —  -4=  =  7^-. 
vol.C'CBD=   —~=  ^, 

X^    3  3 

Koie.  —  Lt  mtiae  queitioa  *  été  résolae  par  H.  Léopold  MaîMD. 
élève  du  PryUDée  miliuire. 


CONCOURS  l'AeRfifiATIOIll  BBS  SGIS\GES  MATHËIATIIUIS 

BN  im. 


COHPOSITIOHB  D  ADMIBSiaiblTE. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respec- 
tivement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et  pour 
chacune  desquelles  la  droite  d'intersection  de  ces  deux 
plans  est  axe  de  symétrie  : 

1°  Ou  considère  tous  les  plans  R.  tangents  à  la  fois  à 
l'ellipse  et  â  l'hyperbole,  et  l'on  propose  de  démontrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S 
tangentes  à  la  fois  n  tous  tes  plans  R. 

a"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sorfacesSet  déter- 
miner la  nature  de  chacune  de  ces  surfaces  suivant  la 
position  occupée  par  son  centre. 

3°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  sufHsaates 
pour  que  les  surfaces  S  soient  homofoctles. 
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Mathématiques  élémentaires. 

Trouver  les  augles  d'un  quadrilatère  circonscrit  k  un 
cercle  de  rayon  r,  coonaÏMant  trots  c6tés  consécutifs  a, 
&,  c  du  quadi-ilatère.  Entre  quelles  limites  doit  varier  r 
pour  que  le  problème  soit  possible,  les  côtés  a,  £,  c  res- 
Unt  constants?  On  distinguera  deux  cas,  celui  où  les 
points  de  contact  des  côtés  du  quadrilatère  avec  ta  cir- 
conférence sont  situés  sur  les  côtés  eux-mêmes,  et  celui 
où  ces  points  de  contact  sont  sor  les  prolongements  des 
côtés. 

Composition  sur  certaines  parties,  désignées  à  l'a- 
vance, du  programme  de  la  licence  es  sciences  mathé- 
matiques. 

Théorie.  —  Dire  ce  que  l'on  entend  par  intégrale 
complète,  intégrale  générale,  intégrale  particulière,  in- 
tégrale singulière,  d'une  équation  entre  n  variables 
indépendantes,  une  fonction  inconnue  z  de  ces  varia- 
bles et  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  z  par 
rapport  aux  mêmes  variables. 

Montrer  comment  la  connaissance  d'une  intégrale 
complète  peut  conduire  à  l'int^rale  générale. 

Étant  donnée  une  éqtutîon  de  la  forme  considérée, 
non  linéaire,  exposer  une  des  méthodes  d'intégration 
qui  loi  sont  applicables  :  le  choix  de  la  méthode  est 
laissé  à  chaque  candidat. 

application.  —  Intégrer  l'équation 

m*(i  -^-p*-i-  î«)—  «(«  — J-X^—  î)—  ix  =  o, 
dans  laquelle  on  désigne  par  m  une  longueur  donnée, 
par  ^  et  f  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  _>-. 
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CUUPOSITIONS    FINALES. 

Mécaniijue. 

On  donne  un  hélîcoïde  représenté,  en  coordonnées 
recUngulaires,  par  l'équation 


un  point  matériet  non  pesant,  assujetti  à  rester  sur  ta 
surface  parfaitement  polie  de  l'hélicoïde,  est  attiré  vers 
l'axe  O2  par  une  force  dirigée  suivant  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  sur  l'axe,  et  inversement  propor- 
tionnelle an  cube  de  cette  perpendiculaire.  Déterminer, 
dans  le  cas  général,  la  loi  du  mouvement  du  point  con- 
sidéré, la  pression  sur  l'hélicoïde,  et  les  diverses  formes 
que  peut  alfecter  la  trajectoire.  Examiner  les  cas  parti- 
culiers où  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  xOy 
peulèlre  représentée  par  une  équation  où  n'entrent  que 
des  fonctions  algébriques,  logarithmiques,  exponen- 
tielles ou  circtJaires. 

Calcul. 

Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse, 
par  e  sou  excentricité,  par  a5  la  longueur  de  l'arc  de 
celte  courbe  compris  dans  l'angle  obtus  formé  par  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  égaux,  on  démontre  que 
le  rapport  —  est  exprimé  par  la  série  suivante 


307a  196608  "  '' 

7;  étaul  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  On 
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donne-  =0,78,  el  l'on  demande  de  calculer,  par  la 
méthode    des    appi-oximatioDS    successives,  la    valeur 
de  e  avec  l'approximation  quecomportent  les  Tables  de 
logarithmes  à  7  décimales. 

Épure. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC,  et  l'on  pro- 
pose de  construire  l'intersection  de  deux  cènes  définis 
de  la  façon  suivante  :  te  premier  a  pour  sommet  S  et 
pour  hase  le  cercle  inscrît  dans  ABC;  le  second  a  pour 
sommet  G  et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  SAB. 

L'arête  du  tétraèdre  a  0",!^^  la  face  ABC  est  située 
dans  le  plan  horizontal  ;  AB  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  et  située  à  o",oa  au-dessous  de  cette  ligne. 

Pour  distinguer  les  parties  visibles  et  les  parties  invi- 
sibles, on  regardera  tes  deux  cdncs  comme  opaques  et 
limités  aux  parties  intérieures  du  tétraèdre.  Le  tétraèdre 
est  transparent. 

SBIBTS  DE  LEÇONS . 

Ces  sujets  diffèrent  très  peu  de  ceux  qai  ont  été 
traités  en  1881,  188.4  et  i883. 


CeNCOURS  D'ADMISSION  k  L'ÉCOLS  POLYTECHNICUB 
SU  1884  (■). 

OOMMemON  DE  HATHilUTlQUBS- 

Soient  les  deux  paraboles  données 

yt —  ipiX  -t-  6a:  — 1  =  o, 
/>— a/>,a:  — 4x-t-3=o. 
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On  demande  : 

1*  De  trouver  les  relations  da  second  degré  en  u 

/,(«.^)=o,    /,(«,(.)  =  «, 

qui  expriment  que  la  droite 


est  tangente  soit  i  Tune,  soit  à  l'autre  de  ces  courbes  ; 

2°  De  trouver  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  ^  qui  exprime  que  la  combinaison  linéaire 

se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  en  u  et  v; 

3°  Démontrer  que,  l'une  de  ces  racines  fournissant 
une  décomposition  de  la  forme 

«{"«  +  P''  +  y)=o, 

a,  p,  l' sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  ren- 
contre P  des  deux  ungentes  communes  à  distance  finie 
des  deux  paral>oles. 

OOHPOSITIOM  DE  GBOXÉTBIE  DBSCBIPTITE. 

Représenter,  par  ses  projections,  un  cylindre  plein, 
de  révolution,  que  tiniitela  surface  d'un  hyperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe. 

L'axe  du  cylindre  est  mené  parallèlement  à  la  ligne 
de  terre  à  o'*,o6  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  à  la 
même  distance  en  avant  du  plan  vertical.  Le  rayon  est 
de  o^ioS.  Le  centre  de  l 'hyperboloïde  se  trouve  sur  la 
génératrice  inférieure  du  cylindre. 

L'axe  est  vertical,  le  cercle  de  goi^e  au'',o5  de  rayon. 
l.es  génératrices  font  avec  l'axe  un  angle  de  45"- 
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ECO»  tïORIALR  SUPfiRIRDSE  (COXCOL'RS  W  imi 

Mathématiques . 

aei  b  désignant  les  coordonnées  rectilignes  recUngii- 
laires  d'un  point  M,  quelle  est,  pour  chaque  position  de 
ce  point,  la  nature  des  racines  de  l'équation 

On  construira,  en  particulier,  le  lieu  des  positions 
du  point  M  pour  lesquelles  l'équation  admet  une  racine 
double,  en  calculant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu 
en  fonction  de  cette  racine. 

Physique. 

i.  Un  fil  métallique  est  tendu  par  un  barreau  de 
cnÎTre  horizontal  que  l'on  fait  oscUler,  et  la  durée  de 
l'oscillation  est  0.  Le  fil  est  en  équilibre  quand  le  bai^ 
reaa  est  perpendiculaire  au  méridien  magnétique;  on 
remplace  le  barreau  de  cuivre  par  un  barreau  ai- 
manté qui  se  met  alors  dans  une  position  faisant  un 
angle  a  avec  la  première.  On  fait  osciller  le  barreau  ai- 
manté autour  de  cette  position  d'équilibre,  et  l'on  trouve 
que  la  durée  de  l'oscillation  est  t.  Quelle  est  réquation 
qui  lie  les  trois  variables  0,  t  et  a? 

3.  Une  lunette,  dont  l'objectif  a  une  longueur  focale 
égale  à  /,  est  pourvue  d'un  oculaire  négatif  i  deux 
verres,  dont  le  symbole  est  i,  a,  3,  c'cst-â-dîre  que  le 
verre  oculaire,  celui  qui  est  tourné  vers  roeil,  a  un 
foyer  /,  le  verre  de  cbamp,  celui  qui  est  tourné  vers 
l'objeetit,  a  un  foyer  3y,  et  la  distance  des  verres  est 
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égale  à  'if.  La  luneiie  esl  réglée  pour  un  objet  infini- 
ment éloigné  et  pour  un  oeil  infinimmit  presbyte.  On 
demande  :  i°la  mise  au  point,  c'est-à-dire  la  distance 
de  la  leutille  de  cliamp  par  rap[M>rt  au  ptdli  focal  de  l'ob- 
jectif; a"  le  grossissement;  3"  la  position  du  cercle  de 
Ramsdea,  ou  sa  distance  à  la  lentille  oculaire;  fC  la 
grandcui'  de  ce  cercle,  ou  le  rapport  de  son  diamètre  â 
celui  de  l'objectif. 

3.   Que  savez-vous  sur  les  grandeurs  électriques  et 
sur  les  unités  qui  servent  à  les  mesurer? 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CSNTRALE. 

PBSMIÈRE  SESSION,  JL-ILLBT    l88j. 

Géométrie  analytique. 
On  donne  l'équation 

a^y^  —  é*«'  -H  a'  i'  =  o 
d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et 
l'équation 

d'une  droite  menée  par  le  centre  de  cette  hyperbole  : 

i"  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  pas- 
sent par  les  points  réels  ou  imaginaires  communs  à 
l'hyperbole  et  à  la  droite  données,  et  qui,  de  plus,  sont 
tangents  à  l'hyperbole  en  celui  des  sommets  de  cette 
hyperbole  qui  est  située  sur  la  partie  positive  de  l'axe 
des  X.  Discuter  cette  équation  générale  et  reconnaître  la 
nature  des  coniques  qu'elle  peut  représenter. 

a°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  représen- 
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tiies  par  J'<t(|uatioii  gtiiiéralu  précédcnLe.  Ce  lieu  est  uni; 
conique  A.  Cher<;liei'  un   nombre  de  points  et  de  tan- 
gentes suflisant  pour  déterminer  géométriquement  cette 
conique  A. 

3°  Trouver  ie  lieu  dos  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  conique  A  parallèlement  à  la  droite  de  coef- 
fleient  angulaire  -,  quand  on  fait  varier  k.  On  vérifiera 
que  l'équation  de  ce  dernier  lieu,  qui  est  du  Iroisième 
degré,  représente  trois  di'oites. 

Calcul  trigonométriqiie. 
On  donne  deux  côtés  d'un  triangle  et  l'angle  compris  : 

*  =  8423",76i, 
C  -  iaa-47'35',i. 
Ou  demande  de  calculer  les  trois  autres  éléments  A, 
B,  c  du  triangle,  et  sa  surlaec. 

Géométrie  descriptivff. 

Une  droite  de  front  (îQ,  j'8'),  dont  I  eluigncinent  est 
égal  à  o'",8o  et  dont  la  trace  liorizontale  H  se  trouve 
à  o",  o5  de  la  proposition  horizontale  s  de  son  point  de 
rencontre  (j,*')  avec  le  plan  bissecteur  du  premier 
dièdre,  engendre,  par  sa  rotation  autour  de  la  verticale 
du  point  (j,  /),  un  premier  cône  de  révolution. 

Un  second  cône  a  poursomniet  le  milieu  (v,  v')  de  la 
droite  (jO,  j'6'}  ;  sa  trace  horizontale  est  un  cercle,  dont 
le  centre  c  se  trouve  en  avant  de  la  droite  j8,  dont  le 
rayon  est  égal  à  la  longueur  de  cette  droite,  et  qui  passe 


par 


les  extrémités  *  et  8  de  celle  même  droite. 


On  demande  de  construire  les  projections  de  la  partie, 
supposée  solide  et  opaque,  des  deux  nappes  du  premier 
cône,  qui,  placée  à  l'intérieur  des  deux  nappes  du  second 

^«11.  de  afalirn,.,  3'  >ëHe.  t.  IV.  (Juin  iSSS.)  19 
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roue  oldi-rrière  le  plan  de  iroiil  F,  dont  l'éloignement 
est  o™,  i4,  se  trouve  comprise  entre  le  plan  liorizonlal 
de  projection  et  un  plan  horizontal  l**  n  la  cote  o",  ai  5. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'iniersectioii,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur.  —  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur.  —  Intersection  de  deux  canes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',i8  du  petit  côté  inférieur,  et  !c  point 
{s,  j')au  milieu  de  la  feuille. 

Physique. 

1°  L'ii  espace  Vcoulieut  un  mélange  d'air  et  de  va- 
peur d'eau  il  une  température  t,  et  sous  la  pression 
totale  H.  La  vapeur  n'est  pas  saturée  ot  possède  une 
tension  f.  Ou  demande  de  calculer  la  pression  totale  x 
du  mélange,  si  l'on  ramène  la  température  à  être  l',  eu 
distinguant  le  cas  où  il  y  a  condensation,  et  le  cas  où 
ce  pliénomènu  nu  se  produit  pas.  On  désignera  par  F'  la 
tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  a  la  tempéra- 
ture (*. 

a"  [Jn  récipient  fermé,  de  capacité  invariable  et  égale 
à  1™°,  contient  de  rair  bumide  dont  la  température 
est  l'à",  et  à  l'étal  liygro métrique  0,75,  La  tem|>érature 
descend  a  5°  dans  «et  l'space.  Quel  sera  le  poids  de  la 
vai>eur  liquéliéc:' 

Tension  maximum  delà  vapeurù  23"-. .  2o'*°',888 

Tension  maximum  de  la  vapeur  a  5° , . .  6"", 53  ( 

Dennilc  de  la  vapeur  d'eau 0,633 

Poids  àa  litre  d'air  &o°pI  à  7fio""" i'',39f 

C«cfrii'k-iil  drdilntiiIion<l>-s  ?.1X <>,i>o3<U'<3 
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Chu 


i"  Indiquer  les  dillerents  cas  dans  lesquels  l'ammo- 
niaijueelluscomposés  ammoniacaux  prennent  naissance. 

2°  On  donne  loo'''.  mesurés  à  o"  et  sous  \a  pression 
760""",  de  gaz  oxyde  de  carbone.  On  demande  :  1"  quel 
volume  d'oxygène,  n  o"  et  sous  la  pression  760"™,  il  faut 
employer  pour  en  iiroduire  la  combustion  complète; 
a"  que!  est,  dans  les  mêmes  conditions,  Je  volume  de 
gaz  acide  carbouique  produit.  On  demande  de  résoudre 
le  problème  par  la  mélliodc  des  équivalents  en  poids  et 
par  celle  des  équivalents  eu  volumes. 

en  poids.    1^11. volumes.         Pulds  du  titre. 
CO 14  a  "i5i 

CO' 22  t»  iig7-i 


SEi»KDE  SESSION,  OCTOBRE  1884. 

(géométrie  analj  tii/ue. 

Un  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  cooidonndes 
reci  angulaire  s  Ox,  Oj-  et  une  droite  quelconque  cou- 
pant ces  axes  icspectivement  aux  points  A  et  B. 

On  prend  sur  celte  droite  un  point  ni  dont  les  coor- 
données sont  a  et  3  et  l'on  construit,  dans  le  plan,  un 
point  correspondant  M,  ayant  pour  coordonnées 

'=■?■  ^  =  ï' 

/et  g  étant  deux  longueurs  conslanti's  données. 
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Cl.!»»: 

}°  On  dcmaiidu  (l'ticrire  rOquation  du  lieu  (Ivs 
points  M,  lorsque  le  poînl  m  se  déplace  sur  la  droite 
iiidéfhiiu  Alï.  Ce  liuu  <;st  une  Iiyperhole  qu'on  désignera, 
dans  ce  qui  va  suivie,  par  la  lettre  H. 

■a"  Ou  demande  de  déterminer  les  éléments  néces- 
saires à  la  délînitiou  complète  de  cette  lijperLole  H  et 
d'en  construire  géométriquement  un  point  quelconque, 
ainsi  que  la  tangente  eu  ce  poînl. 

3°  On  suppose  que  la  droite  AB  se  déplace  dans  le 
plan,  de  faeon  telle  que  la  somme  des  inverses  de  ses 
coordonnées  à  l'origiiu;  reste  constante,  soit  de  façon  que 

A  eliaque  position  de  la  droite  répondra  une  hyperbole  H, 
On  demande  de  montrer  que  toutes  ces  hyperboles 
ont  une  corde  commune  et  de  trouver  le  lieu  des  pôles 
de  cette  corde  relativement  aux  diverses  hyperboles 
(c'cst-à-dirc  le  lieu  des  points  pour  lesquels  elle  est 
corde  de  cotiluct  des  tangentes  menées  de  ce  point  à 
l'une  des  hyperboles). 

4"  On  projette  le  centre  C  de  l'hyperbole  II  répondant 
à  la  droite  AB,  sur  cette  droite,  en  D^  et  l'on  demande 
dé  trouver  le  lieu  des  points  D  lorsque  la  droite  AB  se 
déplace,  non  plus  selon  la  loi  ci-dessus  délinie,  mais  en 
l'estant  parallèle  àelle-mènie. 

Calcul  tii^onomélrique. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont 
les  trois  côtés  siint 
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Criiumétrle  descriptive . 

Intersection  d'un  cône- de  révolution  et  d'un  cy- 
lindre. —  Dans  un  plan  horizontal  P",  à  la  coii;  o'",o4a, 
on  trace  Jeux  cercles  :  le  premier  w,  w'  est  la  dii-ectrico 
du  rônCj  il  a  o",  odo  de  rayon  et  son  centii;  O,  O*  se 
trouve  à  o'",o64  en  avant  du  plan  vertical  ;  le  second 
11),,  w',  est  la  directrice  du  cylindre,  il  passe  par  le  centre 
0,  (y,  par  le  point  v,  1/  le  plus  voisin  du  plan  vertical 
et  par  le  point  le  plus  à  droite  c/,  d!  du  premier  cercle. 
Irf  sommet  j,  V  du  cùuea  pour  cote  o", 073,  et  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  paiallêles  à  la  Aroim  sd,^d'. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps 
constitué  par  la  partie  des  deux  nappes  du  cône,  sup- 
posées pleines  et  opaques,  placée  à  l'intérieur  dn  cy- 
lindre et  comprise  entre  un  plan  horizontal  Q',  ayant 
une  cote  de  o'",i45  et  le  plan  liorizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  d'un 
poîut  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  }>oints  et  des  droites  remarquables. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  platée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur.  —  Géométrie  descriptive. 

Titre  înlérifur.  —  Intersection  d'un  cène  et  d'un 
cylindre. 

Placer  laligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés 
du  cadre  ào",!  ladu  grand  côté  inférieur,  cl  la  droite  j^ 
au  milieu  de  la  feuille. 

P/y,„V„r. 

On  iloDne  une  inassi-  d'air  liuiniJe  cloiil  le  volume 
«t  de  i"',  l'état  hygrométrique  y,  la  pression  totale 
de  760"""  de  mercure,  et  la  température  25''C. 
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On  duiiiande  quel  est  le  poids  iiiaximutn  dVau  (]ui 
pourra  se  réduire  en  vapeur  dans  celte  masse  d'air,  si  l'ou 
niai^tienl  la  pi-ession  totale  cousiaiilc  égale  à  ^fio""" 
de  mercure,  et  si  l'on  porte  la  température  à  35° C,  aussi 
Lien  pour  l'air  que  pour^l'eau'quî  s'évapore. 

On  donne  les  forces  élastiques  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  ; 

A  a5° 23"°',  og 


On  donne  : 

Le  cneflicient  de  dilatation  des  gux o,ou367 

Le  poids  de  i'"  d'air  sec  à  o"C  et  760"°".      i''',29Î 
La  densité  de  la  vapeur  d'eau 0,6^35 

Chimie. 

I.  Préparation  du  brome  et  de  l'iode. 

II.  On  fait  passer  dans  l'eudiomèlre  200"  de  prot- 
oxyde  d'azote  et  3oo"  d'hydrogène.  Après  le  passage 
de  l'étincelle,  il  reste  Soo"  de  gaz.  Ou  ajoute  100" 
d'oxjgcnc  et  l'on  fait  passer  de  nouveau  l'étincelle  ;  ou 
obtient  un  résidu  de  250'^". 

Déduire  de  ces  donnéesja  composition  en  volume  du 
protoxydc  d'azote. 


ECOLE  FORESTIERE  (CO\COl'ltS  DE  UU). 


Mathématiques. 

I.  Ktant  données'dt'Kx  droites  non  situées  dans  le 
même  plan,  déterminer  le  lieu  géométrique  des  milieux 
de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  pre 
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droite  à  un  jniint  de  ta  .seconde.  Iiidi((ucr  la  marche  à 
suivre  pour  i-epresoiiler  ce  lieu  à  l'aide  des  procédés  de 
la  Oéomélrie  dcsoripiive. 

2.  Trouver,  parla  suppression  des  facteurs  communs, 
c'est-à-dire  sans  employer  le  procédé  de  la  division 
direrte,  le  quotient  de  l'expression 


3.  L'escompte  d'un  billet  de  a46o^'  e.st  6f',65.  Si 
l'échéance  était  rapprochée  de  55  jours  et  le  taux  aug- 
menté de  1,5  pour  loo,  l'escompte  resterait  le  môme. 
Trouver  le  taux  et  l'échéance. 

Trigonométrie  et  calcul  to^arii/tmique. 

1.  On  donne,  dans  un  ijuadrilatère  inscriptîMe  ÂBCD, 

B  =  8;°38'47'.     «  =  7i3"',68576,     b  =  lî?"',  34871; 
^l—c  =  îo°,3î5, 

calculer  d,  c,  A,  R  et  S. 

2.  Va: 


3.  (Jn  paratonnerre  AJÎ,  d'une  longueur  égale  à 
8",  a64,  est  placé  surunédifice  de  hauteur  AE.  En  s'ar- 
rèlant  à  Sa", 656  du  pied  deTédiCce  et  à  une  hauteur  de 
iï",467,  au-dessus  du  sol,  on  a  vu  le  paratonnerre 
sous  un  angle  de  jj"'*7'54'',  27-  On  demande  de  calculer  la 
hauteur  de  la  pointe  lî  du  paratonnerre  au-dessus  du 
sol. 
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ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (CONCOURS  DE  1884). 


Composition  de  Matliématiques. 

1.  On  donne  un  angle  aigu  ZOX  et  un  point  A  .sur 
OX;  d'un  point  M  pris  sur OX,  entre  Oel  A,  on  abaisse 
la  perpendiculaire  MP  sur  OZ,  et  l'on  considère  la  lon- 
gueur jj-  donnée  par  la  foimule 


r  =  VoM.MA  +  îMi'  . 

On  demande  comment  y  varie  (juand  le  point  M  se 
déplace  sur  OX  de  O  jusqu'à  A.  Courbe  figurative. 

2.  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  on  connaît  la 
base  a,  la  bissectrice  ^  de  l'angle  à  la  base  B;  calculer 
l'angle—  Discuter;  rendre  calculable  par  logarithmes 
la  formule  obtenue. 

3.  Connaissant  dans  un  triangle  ABC  le  côté  a  et  les 
angles  B  et  C,  calculer  la  liauteur  abaissée  sur  le 
côté  a.  Données  numériques  : 

a^iSgoB^.S.    E  ==  56°i5'47',5,    C  =  Sg" i6' 5a'. 


£pui-e. 

On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un 
cercle  tangent  à  x^j-,  dont  le  rayon  égale  3i""".  IjC  penta- 
gone régulier  inscrit  dans  ce  cercle,  et  dont  un  sommet  A 
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est  sur  xy^  esl  la  base  d'un  prisme  di-oit.  Un  c6i»e  droit, 
dont  le  sommet  est  titud  dans  le  plan  de  profil  du  point  A, 
i  84'"'  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  (jp*"  en  avant 
du  plan  vertical,  a  pour  base,  sur  le  plan  liorizonta),  un 
cercle  dont  le  rayon  est  de  Ôo""*.  On  demande  l'intersec- 
tion du  cAne  et  du  prisme.  On  indiquera  le  tracé  des 
constructions  eilecluées  pour  trouver  un  point  quel- 
conque de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  portion  du 
prisme  qui  est  contenue  dans  le  cône. 


BiOTE  SIR  LE  DÉVELOPPEVEKT  D'II^  DÉTEItMhANT; 

Par  m.  E.  HUMBERT, 

ProfMsear  de  Mathémaliques  spéciales  au  lycée  de  Nuncj. 


Je  me  propose  d'cxpuscr  dans  cette  Sole  une  métliode 
très  simple  pour  obtenir  le  développement  d'un  déter- 
minant à  l'aide  des  mineurs  relatifs  a  K  li(;nes  quel- 
conques.. Cette  méthode  n'est  pas  nouvelle;  je  crois 
seulement  l'avoir  exposée  très  simplement. 

Je  désignerai  par  A  le  déterminant 

I  A|     Aï     Aï  1 


et  par  iâf  i  le  délcrmioant  mineur  formé  avec  les  élé- 
menu  des  lignes  liorizonialcs(lignes)d'indices  a,  p,...,A 
et  ceux  des  lignes  verticales  (colonnes)  d'indices  a', 
^, . . . ,  X',  en  nombre  égal  aux  précédents. 
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Je  suppose  qu'on  veuille  développer  Ji  en  mettant  en 
évidence  les  déterminants  mineurs  formés  avec  les  élé- 
ments des  K  lignes  dont  les  indices  sont  d,  h,  ...,  l,  que 
je  suppose  rangés  par  ordre  de  grandeur.  J'appelle  a', 
y,..., m' les  indices  des  lignes  qui  restent,  rangés  aussi 
par  ordre  de  grandeur. 

Un  terme  qudconque  de  A  est  alors 

(_,)N  A^Af  ...k]  A*Af;. . .  a;^'., 

ff  désignant  le  nombre  total  des  inversions  formées  par 
les  indices  supérieurs  entre  eux  et  les  indices  inférieurs 
enire  eux. 

Comptons  d'abord  le  nombre  des  inversions  formées 
par  les  indices  inférieurs j  a,  b,  .  .  .,  l  entre  eux  ne 
forment  pas  d'inversions  ;  de  même  pour  a',  b\  . . . ,  f . 
Mais  il  y  a  a —  i  nombres  inférieurs  à  n  et  placés  après 
loi  ;  b  —  2  nombres  inférieurs  à  i  et  plaués  après  lui  ; 
/— K  nombres  inférieurs  à  /  et  placés  après  lui  ;  donc 
ilja 

a  +  A +...+  /- 1  — a-...- K 


inversions  formées  par  les  indices  inférieurs. 

Maintenant,  comptons  le  nombre  des  inversions  for- 
mées par  les  indices  supérieurs.  Il  y  a  d'abord  P  inver- 
sions formées  par  les  indices  a.,  ^,  .  .  .,  ^  enlrc  eux-, 
Q  inversions  formées  par  les  indices  a',  P',  .,,,]*'  entre 
eux.  Il  n'y  a  plus  qu'à  compter  les  inversions  formées 
par  les  indices  a,  p,  .  . . ,  X  avec  les  indices  a',  ^',  . .  ■ , 
X',  [Ji'.  Pour  cela,  on  peut  ranger  les  indices  a,  p,  .  .  .,). 
par  ordre  de  grandeur  a, ,  p,,  . .  .,X|.  Alors  il  y  a  at)  —  i 
nombres  inférieurs  à  X|  et  placés  après  lui;  ^|  —  a 
nombres  inférieurs  à  ^i  et  placés  après  Ini  ;  ).,  —  K  nom- 
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bres  inférieurs  à  ^i  et  placés  api-ès  lui.  Donc  l«  nombre 
total  (les  inversions  formées  par  les  indices  supérieurs 
est 

P  +  Q*.*?+...^X-!iiJ^>, 

en  l'eniarquanl  que 

ï,+  3,-H...+  x,  =  «  +  ?^..-+x, 

et  l'on  a 

!S=a-t-6+...+  /-i-i-(-p-v...-l-i-i-P-l-Q-K(K-f-i)- 
Le  terme  général  de  A  peut  alors  s'écrire 

(_,)a+6+,..+;-.-i+p+,..+l(-,)fA*A^...Aj{-i)0A;|;Af.'...  X^„„ 

car  K(K  +  i)  est  un  nombre  pair  etpuut  être  enlevé  de 
l'exposant  de  — i. 

Si  l'on  échange  entre  eux  d'une  manière  quelconque 
les  indices  a,  P,  ...,  ^  et  aussi  les  indices  a*,  p',  ...,  [i', 
on  obtient  tons  les  termes  du  produit    ^ 

(_,).*»*...*,*„f*...*iij;;i;;,;.;_i'-; 

et,  enCn,  en  posant  pour  a,  ^,  . .  . ,  ^,  K  nombres  quel- 
conques parmi  les  n  nombres  i ,  2,  . . . ,  n,  et  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  a 

A  =  (—  ,)a+6+...-^/i;(- 1  )»+?*■•■■''■  i"f;.,*i^|,';;X'. 

C'est  le  développement  annoncé. 

Si  l'on  voulait  mettre  en  évidenee  les  mineurs  formés 
avec  les  éléments  des  K  colonnes  d'indices  a,b,  ...,/, 
on  raisonnerait  d'une  façon  toute  semblable  et  l'on  ar- 
riverait à 

4^(,.,,«w,^.,.wï:(_,)a+p....ai;^;;^i^*:-';;;. 
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Pi  entière  apfjdcatiott.  —  Si  l'on  développe  le  dt^ler- 


«î    P\     P'i      ■ 

-wj-pe 
•    P' 

a\     a\     .. 

■""  Pi  pi  - 

■    Pî 

"K     "î     ■- 

<  p}.  pi  ■ 

■    P» 

0        u      .. 

o       b\      b\      . 

■     *î 

o        o      .. 

o      bi     bl     . 

■     *î 

o        o      .. 

o      6"     bh     . 

■  ■  *s 

en  se  servant  des  mineurs  dos  n  pi-cinières  colonnes,  • 
trouve  immédiatement 


L'exposant  de  —  i  est 


Si  l'on  développe  de  la  mèm. 


on  U-onve 


o  b}.  bl 
""  P\  PÎ 
a'i    p\    p\ 


il  ... 
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L'i;x|>i>»aiil  dt-  - 


en  cnlevaitt   un    nombre  pair   2(1  4- a +. .  .-t- n), 
se  réduit  h  n^,  qui  est  delà  même  parité  que  n. 
Seconde  application.  —  Considérons  les  matrices 

Il  a\     a\     ...     a",  ||       ||  6j     b\     ...     6?  || 
aj     aj      ...     al  AJ     b\     ...     bq 


p[  11- déterminant 


Oéveioppons-lL' eu  mettant  en  évîdeiiee  lus   niiueurs 
"*  /*   j»remîères  eolonnes.  Pour  cela,  prenons  p  lignes 

par»nj   i^g  „   premières,  et  soient  a,  p,  . . . ,  X  leurs  in- 

'''•^es.  on  aura 


b},    b*     ...     

"ap...i  désignant  le  délermînantd'ordre/»  formé  avec 
I'  roloniies  d'indirci!  a,  ^,  . .  . ,  Adans  la  mairiec  A. 
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Dans  le  déteriuiiiuiit 


il  y  a  fi  — /)  lignes,   los  premières,  qui  ne  contiennent 


i  les  éléments  b,  et  ee  sont  oelics 


que 


I  obtient  en 


supj>ritnHnt  dans  les  n  colonnes  de  droite  du  détermi- 
nant C  Icsligm.-s  d'indicesa,  ^,  ...,),;  dune,  dans  clia- 
oune  d'elles,  — i  est  situé  dans  une  colonne  d'indice 
autre  que  a,  p,  ...,5^.  Si  donc  on  développe  ce  dei^ 
nier  déieruiinaut  en  mettant  en  évidence  le  mineur 
des  rt  — [}  premières  lignes,  qui  n'est  pas  nul,  et  qui  est 
égal  à  { — 1)""''^  puisque  les  seuls  termes  dîilén'nts 
dexéro  sont  les  termes  situés  sur  la  diagonale  principale 
cl  égaux  à  —  1,  on  trouve  pour  ce  détcrmînaut 

Donc,  tinalcnicut,  on  a 

Jteniwijue.  —  Si  p  est  plus  grand  que  u,  cliacun  des 
détcTuiinants  Aap...i,  Hap...),  contient  une  ligue  de  zéros 
et  est  identiqueinenlnul;  C  est  donc  nul. 

Les  deux  applications  que  nous  venons  d'indiquer 
conduisent,  comme  ou  sait,  facilement  aux  théorèmes 
relatifs  à  la  multiplication  des  déterminants  et  à  ta  mul- 
tiplication des  matrices. 
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SUR  LA  SERIE  HARMONIQUE; 

Pab  h.  E.  CESARO, 


1 .  Di'sigiioiis  par  !!„  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  lia raio nique.  Si  l'on  pose 

u„-i=  3    -,  +  T  -j  +  ;  —  +■■■. 

on  a,  d'après  une  formule  connue, 


Si,  dans  celle  forinule,  on  change /i  en  « —  i,  n  —  3 
3,  2,  on  obtient,  par  addition. 


ou  bien 

d'où 

(0 


iu=/^ai^'  +  ,_s^,. 


i.  Pour  calculer  S,i^i,^"i<^i<^i>^'3  série U|,  "1,  iig,  ■■-, 
Ua_, .  On  a 

On  ol)tîeiit,  par  iiddilion, 
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IJoiicS„_i  tend  vers  une  limite  S,  inférieur»  à  j^.  l^a 
termes  étant  positifs,  on  a 

(a)  S„-,<S. 

D'autre  part,  on  trouve  de  la  même  façon 


Des  inégalités  (a)  i;t  (3),  ii  résulte  qu'on  peut  po* 


9  étant  compris  entre  o  et  i . 

3.  Si,  dans  (i),  on  remplaee  S„_,  par  sa  valeur,  on 
obtient 

ou  bien 

C  est  une  constante.  Celte  constante,  qui  porte  le  nom 
de  constante  d'Euter,  est  égale  à  0,377115664..-- 

Bentnrquc.  —  La  formule  (4)  donne  Un   avec  une 
erreur  moindre  que  t— j-  On  trouve,  par  exemple, 
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QUBbftUeS  REFLEXIONS  SUR  L'ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES 
COURBES  GÉOMÉTRIQUES  ET  THÉORÈMES  POUVANT  Y  ÊTRE 
UTILES 

(-UETl); 

Par  m.  J-E.  ESTIENNE. 


Rblation  enthb  ntJiT  flans  sbftaike  . 
Une  simple  transformation  par  polaires  réciproqaes 
conduit  au  théorème  suivant,  analogue  à  celui  de  Brian- 
clioa  : 

TsÉonÈME.  —  Si  les  huit  faces  d' un  octogone  gauche 
sont  septaires  (c'est-à-dire  telles  que  toute  quadriffue 
tangente  à  sept  le  soit  à  la  huitième) ,  les  quatre  droites 
qui  joignent  les  sommets  opposés  sont  les  génératrices 
d'un  hyperboloïde. 

Db  la  cubique  gauchb. 

Une  courbe  très  utile  dans  l'élude  des  quadrïques  est 

la   cubique   gauche.    On   se  contentera  d'en  rappeler 

brièvement    les    propriétés    et  l'on  s'attachera    à  faire 

ressortir  ses  analogies  étroites  avec  la  conique  plane. 

DtFiniTio».  —  La  cuhique  gauche,  ou  courbe gauclie 
du  troisième  ordre,  est  telle  qu'un  plan  quelconque  la 
coupe  en  trois  points. 

Cette  définition  donne  une  première  analogie  entre 
la  cubique  gauche  et  la  conique,  analogie  intime,  quoi- 
que d'apparence  puérile  ; 

La  cubique  gauche  est  coupée  par  un  plan  en  un 
nombre  de  points  égal  à  celui  qui  détermine  un  plan. 

^na.  de  Slachimnt.,  3*  aérie,  t.  IV.  (Juillet  i885.)  ÏO 
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De  même,  U  conique  esl  coupée  par  une  droite,  l'ii 
un  nombre  de  points  égal  à  celui  (jui  détermiDC  unc 
droîte. 

Delà  définition  de  la  cubique  gauche,  on  déduit  suc- 
cessivement et  sans  peine  les  théorèmes  snivanta  : 

1°  La  perspective  d'une  cubique  gauche,  quand  on 
prend  le  point  de  vue  sur  cette  courbe,  est  une 
conique. 

a"  Une  cubique  gauche  est  l'intersection  de  deux 
cônes  du  second  ordre  qui  ont  une  génératrice  commune, 
ou,  plus  généralement,  de  deux  quadriques  qui  ont 
une  génératrice  commune. 

3°  Six  points  quelconques  de  l'espace  déterminent 
une  cubique  gauche  et  une  seule. 

Ce  qui  précède  permet  de  trouver  la  relation  double 
qui  existe  entre  sept  points  d'une  cubique  gauche. 
On  va  la  rappeler  et  la  démontrer  : 

THtoaàHB.  —  Un  plan  quelconque  coupe  les  faces 
d'un  tétraèdre  h^^,  inscrit  dans  une  cubique  gauche, 
Fig.  s. 


suivant  le  quadrilatère  ^.S.y.t),  et  la  cubique  en  trois 
points  i.a.3}  le  quadrilatère  4 -5. 7. 9  et  le  triangle 
i.a.3  sont  circonscris  à  une  même  conique  [fig-  8), 
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Eneiret,  de  A,  on  voit  les  points  B.C.D.,  r.^..3., 
sur  une  coni(]uc;  les  triangles  4-5-6  et  1.2. 3  sont 
doac  inscrits  dans  une  conique,  et,  d'après  un  ihëorème 
connu,  leurs  côtés  sont  aussi  tangents  à  une  conique. 
Une  perspective  faite  de  B  montre  de  même  que  les 
triangles  4-8-9  ^^  ■■2-3  sont  circonscrits  à  une  co- 
nique. Le  théorème  résulte  dès  lors  de  ce  que  les  (Iraitcs 
^.S  et  4-9  sont  respectivement  les  mêmes  que  les 
droites  4-5  et  4- fi- 

On  peut  considérer  la  cubique  gauclie  à  un  autre 
point  de  vue,  en  remarquant  que  huit  (juelconques  de 
SCS  points  sont  septaires,  puisque  toute  quadrique  qui 
coupe  une  cubique  gauche  en  sept  pointa  contient  cette 
cubique  tout  entière. 

Si  donc  sept  points  sont  sur  une  cubique  gauche, 
on  a  la  relation  qui  les  lie,  en  exprimant  que  leur  hui- 
tième point  septaire  est  mal  déterminé. 

C'est  ainsi  que  la  construction  laite  iJîg.  7)  pour 
trouver  le  huitième  point  si>ptaire  ne  donnerait  pas  un 
point  unique  si  les  points  x,  a';  ^,  ^';Yi  y' étaient  tels 
qu'on  pût  faire  passer  par  ces  pointa  les  càtés  de  deux 
et,  par  suite,  d'une  infinité  d'hexagones  délinis  comme 
on  l'a  dit.  L'heptagone  A.B.C.D.E.F.G.  serait  alors 
inscrit  à  une  cubique  gauche. 

On  va  donner  entre  sept  points  d'une  cubique  gauche 
une  autre  relation,  analogue  à  une  de  celles  qu'on  peut 
établir  entre  six  points  d'une  conique. 

Le  théorème  plan  est  le  suivant  : 

Théokèhe.  —  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une 
conique,  par  rapport  aux  côtés  d'un  triangle  irtscrit 
à  cette  conique,  passent  par  un  même  point. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  par  projection, 
ou  analytiqucment  comme  il  suit  : 
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L'équaiitiu,  en  courdonnées  trilalères  d'une  conique 
circotiscrUe  au  triangle,  est 


Elle  exprime  que  la  polaire 1 )-  -  =;  o   d'un 

point x,jr,  z  de  cette  coaicpie  passe  constamment  par 
le  point  qui  a  pour  coordonnées  a,  6,  c. 

THtonfcMB  COBKBSPOKDANT  SUiL  LA  CUBIQVB  GAUCHE.  — 

Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'une  cubitfue 
gauche,  par  rapport  aux  faces  d'un  tétraèdre  A.^.CM. 
inscrit,  passent  par  une  droite  fixe. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  une  cid^ique  gauche  passant 
par  les  points  A,B,C,D  est  l'imersection  de  deux 
canes  ayant  leurs  sommets  en  A  et  B,  par  exemple,  et 
passant  par  les  quatre  points. 

ABCD  étant  le  tétraèdre  de  référence,  on  a  donc,  pour 
les  équations  de  cette  courbe, 


Elles  expriment  que  le  plan  polaire 


du  point  ayant  pour  coordonnées  x,^,  s,  i»,  passe  con- 
stamment par  la  droite  joignant  les  points  ayant  pour 
coordonnées  :  o,  b,  c,  d  et  i/,  o,  c*,  (?. 

On  pourrait  prendre  pour  base  de  la  théorie  des 
cubiques  gauches  la  féconde  relation  de  Bobillier  entre 
huit  plans  septaîres. 
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Ce  géomèire  a  déinoulre  que,  si  huil  plans  sont  sep- 

taires,   on  peut  déterminer  les  coefficienis  X,,  dételle 

sorte  qne,  Pi=  o  étant  l'équation  de  l'un  des  plans,  on 

ail  l'identité 

En  faisant  de  cette  identité  deux  membres  contenant 
chacun  quatre  termes,  on  a  le  remarquable  théorème 
suivant  : 

Tbéorêhb.  —  Si  les  huit  faces  de  deux  tétraèdres 
sont  septaires,  ces  deux  tétraèdres  sont  autopolaires 
pai'  rapport  à  une  même  t]uadrique;  de  plus,  on  voit, 
enprenant  cette quadrique  comme  quadrique  de  trans- 
formation par  polaires  réciproques,  que  les  huit  som- 
,  mets  des  deux  tétraèdres  sont  aussi  septaires. 

Ou  reviendra,  à  propos  d'une  autre  question,  sur  le 
théorème  correspondant  de  la  théorie  des  coniques. 

II  résulte  du  théorème  précédent  que  le  huitième  point 
septaire  des  sept  points  A,  B,  C,  D,  i,  2,  3  s'obtient 
en  prenant  le  pôle  du  plan  1,  a,  3  par  rapport  à  la  qua- 
drique,  à  laquelle  le  tétraèdre  A,  B,  C,  D  et  le  triangle 
I,  2, 3  sont  respectivement  autopolaires. 

ABCDéUnt  le  tétraèdre  de  référence,  et  a,',  p„  y<,  S/ 
les  coordonnées  d'un  des  somoiets  du  triangle  1,  2,;% 
l'équation  de  cette  conique  est 


Pour  que  le  tétraèdre  et  le  triangle  soient  inscrits  à 
une  cubique  gauche,  il   faut  que   le  pôle  du  plan  du 
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triangle  i.a.3,  par  rapport  à  cette  conique,  soit  tnal 
déterminé,  ce  qui  exige  que  la  quadrique  soit  mai  dé- 
terminée. 

On  verrait  sans  peine  que  cette  condition  se  réduit  à 
ce  que  deux  déterminaiils  mineurs  soient  nuls;  par 
exemple 

I  ".».   ?.P.  Y.-r.  I        I  ».=.  ^3.   SiS.  I 

"i3t     3i?s  Yiïi        «t        a,i3     p,3i     3,3,     . 

I  «i«i     P.?i  ï.ï.  I  I  "J'.     ?.P.    S.5.  ! 

On  peut  écrire  cette  double  conditiou  pai 

équations 


i  deux 


f.     T. 
%     fi 


^>      fl,     S, 

Il       Pi       Oi 


Elles  expriment  que  les  plans  polaires  des  points 
I,  2  et  3,  par  rapport  au  tétraèdre  ABCD,  plans  ayant 
pour  équations 

T, -^  %  ^  y,  ^  r,  =  "' 

=^    '    fil        Tt  "^  8» 

»»        S        T»  ^  2= 
passent,  comme  on  le  savait  déjà,  par  une  même  droite. 

Autre  analogie  entre  la  cobiqub  gadcdic 

ET  LACONIQrE. 

La  courbe  du  second  ordre  est  aussi  de  seconde  classe, 
et  ce  fait  ne  se  reproduit  pas  pour  la  courbe  générale 
d'un  oi-drp  supérieur  à  fj. 
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IX'  même,  la  courbe  gaucliv  du  troisième  ordre,  ou 
cubique  gauclie,  est  de  troisième  classo,  en  convenant 
(jue  la  classe  d'une  courbe  gaucbe  est  marquée  par  le 
nombre  des  plans  osculateurs  qu'on  jtcut  lui  mener  par 
un  point  de  l'espace. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  du  théorème 
qu'on  va  démontrer  : 

THÉonÉHB.  —  La  surface  eléveloppabln,  formée  par 
les  tangentes  à  une  cubique  gauchit,  est  du  t/ualriéme 
ardre  et  de  la  troisième  classe. 

L'ordieéUnt  marqué  par  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection d'une  droite  quelconque  D  avec  la  surface, 
nous  allons  chercher  ce  nombre  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  nombre  des  plans  tangents  à  la  cubique  qu'on 
peut  mener  par  la  droite  D. 

Projetons  parallèlement  à  la  droite  D  la  courbe 
gauche  sur  un  plan  quelconque.  La  projection  est  une 
cubique  plane  ayant  un  point  double. 

Les  plans  tangents  à  la  cubique  gauche  menés  par  D 
coupent  le  plan  de  projection  suivant  les  tangentes 
menées  à  la  cubique  plane,  pur  le  point  d  oxïD  coupe 
le  plan  de  projection.  Or  la  cubique  plane,  ayant  un 
point  double,  est  de  quatrième  classe,  et  les  tangentes 
menées  par  d,  par  suite  les  plans  tangents  menés  par  D 
sont  au  nombre  de  quatre^  la  première  partie  du  théo- 
rème est  démontrée. 

On  en  déduit  immédiatement  : 

COBOUAIKE. —  Les  traces  des  tangeiUes  à  une  cubique 
gauche  sur  un  plan  osculateur  à  celte  courbe  sont 
une  conique.  Cette  conique  est  aussi  l'enveloppe  des 
traces  des  plans  osculateurs  à  la  cubique. 

La  seconde  partie  du  théorème  est  dès  lors  facile  à 
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détnoutrer  ;  car,  sidausIepUnoîculateurà  une  cubique 
gaucKc  on  prend  un  point  quelconque  A,  ou  pourra  par 
ne  point  mener  à  la  courbe  deux  nouveaux  plans  oscu- 
lateurs  seulement,  dont  tes  traces  sur  le  premier  seront 
les  tangentes  menées  de  A  à  la  conique  du  corollaire 
précédent. 

On  termine  ici  l'étude  des  cubiques  gaucKes;  on  se 
contentera  d'ajouter  les  remarques  suivantes  : 

1°  Une  cubique  gauche  et  une  droite  tjui  la  coupe 
en  deux  points  sont  à  l'intersection  de  deux  ^uadri- 
ques. 

Par  suite,  si  l'on  donne  sept  points,  leur  huitième 
point  septairc  est  sur  la  droite  qui  est  menée  par  l'un 
d'eux  et  coupe  en  deux  points  la  cubique  gauche  dé- 
terminée par  les  six  autres. 

2°  Par  une  cubique  gauche  et  deux  points  quel- 
conques de  l' espace  on  peut  faire  p(tsser  en  général  une 
et  une  seule  quadrique. 

Il  résulte  de  là  que,  si  neuf  points  sont  sur  la  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  qua- 
driques,  la  cubiqpe  gauche  déterminée  par  six  d'entre 
eux  coupe  le  plan  des  trois  autres  en  trois  points,  ces 
six  points  sont  sur  une  conique. 

DiGHESSioa  SUR  1.A  conniTioH  simple  du  pheuieh  ordkb, 

Ll   PLUS    GÉMÉnALB,  A    LAQUELLE    OK   FEDT    A^TEEIHOBB 
UNE  CONIQDB. 

Nous  dirons  qu'on  astreint  une  conique  à  une  condi- 
tion simple  du  premier  ordre,  quand  on  donne  entre  les 
six  coefficients  de  son  équation  en  coordonnées  carté- 
siennes ou  trilatères  une  relation  homogène  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficients. 
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C'est  aiusi  qu'on  astreint  une  conique  ù  une  condi- 
tion simple  du  premier  ordre,  quand  on  lui  impose  de 
passer  par  un  point,  ou  encore,  d'être  conjuguée  par 
rapport  à  deux  points. 

On  se  propose  de  trouvei'  la  forme  géuérale  de  la  re- 
lation géométrique  à  laquelle  correspond  cette  condition 
analytique. 

On  peut  poser  le  problème  d'une  façon  un  peu  diffé- 
rente, mais  plus  nette,  en  disant  : 

Trouver  la  condition  géométrique  à  laquelle  satis- 
font toutes  les  coniques  C,  dont  l'équation  est 

C  =  ).,C,  +  X,G,  +  ï,Gj+XtCt+X.C,, 

C|,C],Cg,Ct,  C|  étant  tes  équations  de  coniques  quel- 
conques âf  ^1,  Xj,  ^),  X),  Xg  des  coefficients  quelcon- 
ques. 

Ca  solution  de  cette  question  et  de  celtes  du  même 
genre  est  fort  utile  dans  l'application  de  l'analyse  à  la 
Géométrie.  La  difficulté  qu'on  rencontre  à  étudier  la 
Géométrie  au  moyen  de  l'Algèbre  consiste  souvent,  en 
effet,  moins  â  poser  les  équations  et  à  les  combiner,  qu'à 
interpréter  géométriquement  le  résultat  analytique 
trouvé.  On  a  fait,  pour  ainsi  dire,  une  version  de  la 
langue  géométrique  en  langue  analytique,  pour  poser 
les  équations  primitives  du  problème:  il  faut  faire  un 
thème  pour  donner  un  sens  géométrique  aux  équations 
Gnales;  le  tbème  est  souvent  plus  difGcile  que  la  ver- 

C'est  ainsi,  par  esemple,  que  de  la  relation,  si  facile  à 
écrire,  entre  les  coordonnées  de  dix  points  d'une  qua- 
drique,  on  n'a  pas  encore  pu  déduire  leur  relation  de 
position. 

Il  est  très  utile  de  pouvoir  conclure  immédiatement 
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de  eu  fait  analytique  que  l'équation  d'une  courbe  ne 
contient  qu'un    seul    paramétre  variable   au  premier 
degré,  te  fait  géométrique  qu'elle  passe  par  un  certain 
uombre  de  points  fixes. 

Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  aussi  la  solution  dans  le 
cas  oùl'équation  contient  un  nombre  quelconque  de  para- 
mètres au  premier  degré.  C'est,  comme  on  l'a  dît,  cette 
question  qu'on  va  traiter,  pour  les  seules  coniques  mal- 
heureusement. 

La  v»ic  qui  mène  à  la  solution  est  un  peu  détournée. 
Considérons  dans  l'espace  cinq  points  quelconques 
et  un  plan.  Toutes  lesquadriques  passant  par  ces  cinq 
{Kiints  coupent  le  plan  suivant  une  conique.  Cette  co- 
nique n'est  évidemment  pas  quelconque;  elle  satisfait  à 
la  condition  simple,  du  premier  ordre,  la   plus  géné- 

Car,  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par 
ces  cinq  points  contient  quatre  paramètres  arbitraires 
au  premier  degré  ;  la  conique  d'intersection  du  plan  fixe 
donné  avec  cette  quadrique  renferme  encore  dans  son 
équation  ces  quatre  paramètres  au  premier  degré,  et  ils 
y  sont  distincts. 

Le  problème  revient  donc  à  trouver  la  condition  pour 
qu'une  conique  et  cinq  points  quelconques  soient  sur 
une  quadrique. 

Leume.  —  Si  cint]  points  quelconques  de  l'espace,  et 
une  conique  sont  sur  une  quadrique,  on  peut  trouver 
sur  cette  conique  une  infinité  de  systèmes  de  trois 
points  qui,  ai^ec  les  cinq  points  de  l'espace  forment  un 
système  sep  taire. 

En  elTet,  si  par  les  cinq  points  et  un  point  quel- 
conque A  de  la  conique  on  fait  passer  une  cubique 
gauclie,  cette  cubique  coupe  le  plan  de  la  conique  en 
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deux  nouveaux  points;  la  droite  qui  les  joiut  coupe  la 
conique  en  deux  points  Bet  C,  qui  avec  le  point  A  et  les 
cinq  points  de  l'espace  forment  un  système  septaire, 
puisqu'ils  sont  àFintersection  de  la  quadrique  donnée  et 
de  la  quadratique  (intersection  de  deux  quadrîques) 
constituée  par  la  cubique  gauche  et  la  droite  BC. 

THÉontME.  —  .S'i  un  pentagone  gauche  et  un  triangle 
ont  pour  sommets  huit  points  septaires,  le  triangle 
est  authpolàire  par  rapport  à  une  conique  détermi- 
née, quand  on  connaît  le  pentagone  et  le  plan  du 
triangle. 

Si,  en  cfl'et,  onse  reporte  au  tliéorèmc  déduit  plus  haut 
de  la  relation  de  Bobïllier,  on  voit  que  cette  conique  est 
l'intersection  du  plan  donné  avec  la  quadrique  définie 
comme  il  suit  :  Le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  quatre 
des  sommets  du  pentagone  gauche  lui  est  autopolaire  -, 
de  plus,  le  cinquième  sommet  de  ce  pentagone  admet 
par  rapport  à  elle,  pour  plan  polaire,  le  plan  donné. 

Ou  peut  déduire  de  là  une  définition  plane  de  cette 
coniqucj  et  dire  avec  P.  Serret  :  Cette  conique  a  pour 
polaires  de  chacun  des  sommets  du  pentagone  plan, 
intersection  du  plan  donné  avec  le  pentagone  gauche, 
les  côtés  opposés  de  ce  mAme  pentagone. 

Mais  ce  qui  nous  importe,  c'est  que  cette  conique  est 
définie  quand  on  donne  le  plan  et  le  pentagone  gauche. 

De  ce  théorème  et  du  lemme  ou  déduit  immédiatement 
la  proposition  suivante  : 

Thëobème.  —  Si  une  conique  située  dans  un  plan 
donné  est  sur  une  quadrique  passant  par  cinq  points 
donnés  dans  l'espace,  on  peut  inscrire  à  cette  conique 
une  infinité  de  triangles  autopotaires  par  rapjmrt  à 
une  conique  déterminée  par  les  données. 
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De  ce  théorème  on  conclut  la  solution  du  problème 
proposé  : 

Théorème.  —  La  condition  simple  du  premier  ordre 
la  plus  générale  à  la/fuelle  on  puisse  astreindre  une 
conique  est  de  lui  imposer  d'élre  telle  qu'on  puisse  lui 
inscrire  une  infinité  de  triangles  autopolaires  ptu- rap- 
port à  une  conique  donnée. 

Cette  condition  parait  au  premier  abord  n'être  pas 
simple;  elle  l'est  cependant,  puisqu'elle  n'est  qu'une 
transformation  d'une  condition  simple.  Le  théorème 
suivant  ne  laisse  d'ailleurs  aucun  doute  à  cet  égard. 

TnÉonÈME.  —  Si  deux  coniques  sont  telles  qu'on 
puisse  inscrire  à  l'une  un  triangle  antopolaire  par 
rapport  à  l'autre,  on  peut  en  inscrire  une  infinité,  satis- 
faisant  à  la  même  condition. 

Cette  proposition  peut  se  déduire,  comme  le  célèbre 
théorème  dePoncelet,  doiitelle  est  l'analogue,  del'iden- 
tité  de  Bobillicr,  qui  exprime  qae  six  droites  Di, 
Dï, . . .  ,Dt  sont  tangentes  à  une  conique  : 

Cette  identité  exprime  que,  si  deux  triangles  sont 
circonscrits  à  uue  conique,  ils  sont  autopolaires  par 
rapport  à  une  seconde  conique,  et  aussi  (par  transfor- 
mation par  polaires  réciproques)  inscrits  à  une  troisième 
conique. 

On  retiendra  seulement,  pour  la  démonstration  du 
théorème  énoncé,  que  si  deux  triangles  sont  inscrits  à 
une  conique,  ils  sont  aalopolaîres  par  rapport  à  une 
autre  conique. 

Cela  étant,  soient  deux  coniques  ^  et  <^|  et  ABC  un 
triangle  inscrit  dans  la  conique  -f  et  autopolaire  par  rap- 
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poil  à  la  coniqui:  f,.  Prenons  par  rapport  à  la  cuuique 
«1  la  polaire  d'un  point  quelconque  D  de  la  conique  f, 
soient  E  et  F  les  points  où  cette  polaire  coupe  la  conique 
<p;  les  deux  triangles  ABC  et  DEF  sont  inscrits  à  la 
conique  f;  ils  sonldoncantopolaïresàune  même  conique 
qui  n'est  autre  <[ue  la  conique  ç,,  définie  par  les  condi- 
tions suffisantes,  qu'elle  soit  autopolaire  par  rapport  au 
triangle  ABC  et  qu'elle  aduiette  la  droite  EF,  comme 
polaire  du  point  D. 

La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  conduit 
à  un  calcul  intéressant  qui  donne  l'équation  homogène 
etdu  premier  degré  par  rapport  aux  coefGcientsde  l'équa- 
tion de  laconique  o,  qui  exprime  que  les  coniques  ip  et  fi 
sont  dans  ta  dépendance  indiquée  dans  l'énoncé. 

Si  la  confque  cp  se  réduisait  à  un  système  de  deux 
droites,  il  est  évident  que  ces  deux  droites  seraient  con- 
juguées par  rapport  à  la  conique  i^,. 

On  peut,  à  l'aide  de  cette  remarque,  démontrer  les 
élégants  théorèmes  de  P.  Serret  surles  quadriques  et  les 
quadratiques. 

Quelques  THËORÈues  sva  les  QutnKiQUBS  ayàht  leurs 

ANALOGUES  DIMS  LA  THÉORIE  DBS  CONIQUES,  ET  POUVANT 
SERVIS  1  LÀ  RECHERCHE  DE  LA  RELATION  ENTRE  DIX 
POINTS  d'une  QliADRIQUE. 

Tbéorèmb.  —  Dix  points  étant  sur  une  quadriijue, 
si  par  six  d'entre  eux  on  fait  passer  une  tjuadrique 
(a),  et  par  les  quatre  autres  une  quadrique  (i) 
passant  par  l'intersection  de  (a)  avec  un  plan  Jixe 
quelconque,  le  plan  de  l'autre  conique  commune  aux 
quadriques  (a)  et  [h  )  passe  par  un  point  fixe  quand  (a) 
varie. 

Prenons  les  quatre  points  du  second  groupe  poursom- 
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mets  du  tétraèdre  de  référence  ;  soient  P,  P, ,  P^,  P,  les 
«^uations  de  quatre  surfaces  du  second  ordre  passant 
parles  six  autres  points;  l'équation  générale  des  qua- 
driques  passant  par  ces  six  points  est 


XP^ 


,j,p,4.vP,  +  pPj  = 


Le  déterminant  suivant,  égal  à  o,  exprime  qu'on 
peut  déterminer  les  coefÛcienU  X,  fi,  v,  p  de  telle  sorte 
que  la  quadrique  passe  par  les  somiuets  du  tétraèdre  de 
référence 

ï     Pirr'     P,3-'     P,3-'  [ 

'    PO>    P./'    Po-' 

>      P|5»     P,;i      P3S'  "■ 

I      P|C'-    Pic»      P,rï  I 

Dans  ce  déterminant,  P,\r'  est  le  coefGcieat   de  x* 
dans  l'équation  P/=  o. 
Si 

P/=  A;a;»-f- A;-_j'' +  A;j»-h  A^p' -t- . , , , 

le  déterminant  devient 


A,  a;   a; 

Cette  relation  exprime  que  les  dix  points  donnés  sont 
sur  une  conique. 

Soit  P,=  o  l'équation  de  la  quadrique  (a)  de  l'é- 
noncé; cherclions  l'équation  de  la  quadrique  (&)  cor- 
respondantc. 

Soient 

/>a^  -F  y^  +  r5  -+-  ït^  =  o 

l'équation  du  plan  fixe  donné  et 
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l'équation  du  plan  variable  de  la  seconde  conique  d'in- 
tersection des  surfaces  (a)  et  {f'). 

L'équation  générale  des  quadriques  passant  par  l'in- 
tersection de  (  a)  avec  chacun  de  ces  plans  est 

-^ipx  ^qy-^vz-^  sv-)i-xix+  ^ly  +  Y(S  -4-  S(r)=  o; 

pour  que  cette  quadnque  soit  la  quadrique  (^],  il  faut 
qu'elle  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence, 
c'est-à-dire  que  les  coefTicients  a/,  p,-,  y^,  3,-  soient  déter- 
minés comme  il  suit  : 

ki-=p^i,     Al=  y  p(,     AJ=  rf/,     A7=  *S/. 

En  remplaçant  Ki,ti\^  ...  par  ces  valeurs  dana  le 
déterminant  écrit  plus  liaut,  et  divisant  par  p^rs,  on  a 
un  déterminant  nul,  qui  exprime  que  les  plans 

a;37  +  piy  ■+-  fis  +  S/W  =  o 
passent  par  un  point  fixe. 

Corollaires.  —  En  prenant  pour  les  quadriques  Pj 
quatre  systèmes  de  deux  plans  passant  par  les  six  points 
et  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'infini,  on  a  la  proposition 
suirante  : 

Si  les  six  sommets  d'un  octaèdre  et  les  quatre  som- 
mets' d'un  tétraèdre  sont  sur  une  quadrique,  les  quatre 
paraboloïdes  hyperboliques  circonscrits  au  tétraèdre  et 
ayant  respectivement  pour  plans  directeurs  les  faces 
opposées  de  l'octaèdre  coupent  ces  plans  directeurs  en 
deux  droites  d 'un  même  plan  ;  ces  quatre  plans  passent 
par  un  même  point. 

En  gardant  le  plan  de  l'infini  pour  plan  fixe  et  lais- 
sant aux  quadriques  P,-  toute  la  généralité  qu'elles  com- 
portent, on  a  cette  autre  proposition  : 

Si  un  hexagone  gauche  et  un  tétraèdre  sont  inscrits 
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à  une  tnéme  ^uadrifjue,  les  plans  d' intersection  de  deiuc 
t/uadri^ues  hotnothètigues,  dont  l'une  est  circonscrite 
à  l'hexagone  et  l'autre  au  tétraèdre,  passent  par  un 
même  point. 

Ce  théorème  a  pour  analogue  dans  le  plan  te  théo- 
rème suivant  : 

Théouéhe.  —  Deux  triangles  étant  inscrits  à  une 
conique,  si  l 'on  circonscrit  à  l'un  une  conique  C  et  à 
l'autre  une  conique  G|  et  que  ces  coniques  d  et  Ci  se 
coupent  en  deux  points  sur-  une  droite  Jixe,  la  droite 
qtfi  joint  leurs  deux  autres  points  d'intersection  passe 
par  un  point  fixe. 

On  démoatrerait,  comme  le  précédent,  cet  autre 
théorème  : 

Théorème.  —  Sept  points  de  l'espace  et  trois  points 
d'un  plan  P  étant  sur  une  tfuadrique,  si  l'on  mène 
par  les  sept  points  une  quadrique  et  par  les  trois 
points  du  plan  P  une  conique,  qui  se  coupent  en  deuj^ 
points  sur  une  droite  fixe,  la  droite  qui  joint  leurs  deux 
autres  points  d'intersection  passe  par  un  point  fixe. 

On  peut  retenir  de  ce  théorème  cette  importante  con- 
clusion : 

OncoDsidèi'e  les  trois  coniques  C|,C],Cj  d'intersec- 
tion de  trois  quadriques  avec  un  plan  P;  si  les  huit 
points  d'intersection  de  ces  trois  quadriques  (ils  sont 
septaires)  et  trois  points  Â,  B  et  C  du  plan  P  sont  sur 
une  même  quadrique,  il  existe  entre  les  coniques  C, ,  d, 
Cs  et  le  triangle  ABC  une  relation  de  position.  Par 
suite,  trois  quadriques  quelconques  passant  par  les  co  • 
niques  C| ,  Ci  et  Cj  se  coupent  en  huit  nouveaux  points 
septaires  qui  sont  sur  une  quadrique  passant  par  les 
points  A,  B,C. 
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Ce  ihéorème  est  à  ce  point  de  vue  l'analogue  du  théo- 
rème plan  de  Desargues,  qui  consiste  essentiellement 
en  ceci  : 

On  considère  les  points  d'intersection  de  deuic  Toni- 
ques C,  et  C],  aveu  une  droite  D;  soient  a,  et  a\, 
â]  et  aj  ces  points. 

Si  les  quatre  points  d'intersection  des  coniques  C| 
et  C]  et  deux  points  A  et  B  de  la  droite  D  sont  sur  une 
même  conique,  il  existeenlre  les  points  A,  6,  <i, ,  a', ,  aj,  a'.. 
une  relation  de  position.  On  en  conclut,  sans  avoir 
besoin  de  connaitrc  cette  relation,  que  deux  coniques 
quelconques  passant  l'une  par  les  points  a,  et  a\ ,  l'autre 
par  les  points  Hi  et  a\,  se  coupeui  en  quatre  points  qui 
sont  sur  une  conique  passant  par  A  et  B. 

On  peut  déduire  de  là  le  tliéorème  de  Pascal,  ou  plus 
exactement  une  démonstration  synthétique  du  théo- 
rème de  Pascal,  qui  suppose  la  connaissance  préalable 
(le  son  énoncé. 

Soit  eu  elfet  PQRS  un  quadrilatère  dont  les  c6tés  op- 
posés constituent  les  coniques  C,  et  Ci  (fig.^).  (Ces 


notations  et  les  hypothèses  sont  indiquées  plus  haut.) 
D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  points  R,  S  et  les 
points  P*,  Q',  où  une  droite  passant  par  a,  coupe  les 
droites  PS  et  QR,  sont  situés  sur  une  conique  passant 
par  A  et  B. 

Or,  si  l'on  prend  |M)ur  le  point  Q',  le  point  d'inlcrsi'c- 

Aaii.  de  SlalliémnC.  3-  BfriP,   t.  IV  {JuillH  iSS.'i).  21 
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lion  de  la  drolle  QK  avec  la  droite  BS,  il  y  a  irois  de 
ces  six  poiuLs,  qu'on  vient  de  voir  Être  sur  une  conique, 
qui  sont  en  ligne  droite;  ce  sont  les  points  B,  S  et  Q'. 
Les  trois  autres  points  A,  R  et  f  sont  doue  aussi  en 
ligne  droite.  Si  dès  lors  ou  appelle  i  le  point  A,  2  le 
point  R,  3  le  point  Q,  4  l<^  point  P,  5  le  point  S  et  ti  le 
point  B,  on  voit  que  les  côtés  opposés  de  l'hexagone 
1 . 2 . 3 . 4  •  5  ■  6  inscrit  à  une  conique  se  coupent  en  trois 
points  V,  Q',  a\  en  ligne  droite. 

Ce  n'est  pas  pour  sa  valeur  intrinsèque  qu'on  a  donné 
cette  démonstration;  c'est  pour  indiquer  le  parti  qu'on 
peut  tirer,  dans  la  recherclie  de  la  relation  entre  dix 
points  d'une  quadrique,  des  tbéorèmesqui  précèdent.  Ce 
n'est  vraisemblablement  pas  par  analyse  qu'on  arrivera 
à  cette  relation  symétrique  inconnue;  c'est  plutôt  par 
une  supposition  habile,  faite  a  priori  sur  sa  forme.  Les 
théorèmes  précédents  pourrant  alors  êti-e  employés  avec 
fruit  pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  supposition. 

Ou  va  donner  un  dernier  théorème  assez  intéressant 
par  ses  applications  à  la  quadratique. 

On  sait  que  le  plan  polaire  d'un  point  P  de  l'espace 
par  rapport  à  toutes  les  quadrîques  qu'on  peut  mener 
par  sept  points  donnés  passe  par  un  même  point.  Si 
l'on  ne  donnait  que  six  points,  le  plan  polaire  serait  en 
général  complètement  indéterminé,  sauf  dans  le  cas  par- 
ticulier suivant  : 

Théorème.  —  Les  plans  polaires  d 'un  point  O  pris 
sur  l'intersection  de  deux  plans  X  et  Y  par  rapport  à 
toutes  tes  quadrîques  passant  par  six  points  fixes  situés 
dans  ces  deux  plans  passent  par  un  point  ^xe. 

Si,  en  eflet,  on  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  x 
et  des  j'  et  un  troisième  plan  passant  par  O  pour  plan 
des  Zy  et  que  P=o,  Q  =  Ojïlr=o  soient  les  équations 
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de  trois  quadriqucs  passant  par  les  six  points  donnés, 
l'équation  générale  des  quadrîques  qui  passent  par  ces  | 

six  points  est 

XP+p.Q-t-vIi  +  XV  =  o. 

Le  plan  polaire  du  l'origine  a  pour  équation 

xpi+(iq;  +  vR'  =  o    ' 

(P^  est  la  dérivée  du  polynôme  P  rendu  homogène  par 
l'introduction  de  la  lettre  t). 

Cette  équation  ne  contenant  que  deux  paramètres 
arbitraires,  le  théorème  est  démontré. 

Si  donc  on  donne,  dans  chacune  des  faces  X,  Y,  Z 
d'un  trièdre  dont  O  est  le  sommet,  trois  points,  on  peut 
construire,  au  moyen  de  trois  de  ses  points,  le  plan  po- 
laire du  point  O  par  rapport  à  la  quadriqne  déterminée 
par  les  ncul  pOinis  donnés. 

Si  les  neut  points  donnés  sont  sur  une  quadratique, 
ce  plan  polaire  est  mal  déterminé  ;  par  suite,  les  trois 
|)oints  qui  le  déterminent  dans  le  cas  général  sont  en 
ligne  droite. 

On  pourrait  peut-être,  de  cette  forme  de  la  relation 
double  qui  lie  neuf  poinlsd'une  quadrique,  passer  à  une 
relation  plus  simple  et  plus  élégante,  à  la  relation  pas- 
cal ien  ne. 

On  voit,  eii  résumé,  que  dans  la  seconde  Partie  de  ce 
Mémoire  on  n'a  résolu  qu'une  seule  des  trois  questions 
qui  en  sont  l'objet  principal.  De  plus  longs  développe- 
ments, qu'un  résultat  précis  no  couronnerait  pas, 
seraient  oiseux. 

Je  me  suis  appliqué  &  citer  les  auteurs  à  qui  j'ai  fait 
des  emprunts.  Si  j'ai  énoncé  comme  miennes  des  propo- 
sitions déjà  connues,  je  prie  qu'on  impute  cela  à  mon 
peu  d'érudition,  et  je  mets  ma  loyauté  à  la  -disposition 
de  toute  réclamation  fondée. 
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GÉNÉRALrSATrOK  DE  LA  SÉRIE  DE  UGRA\GE; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Dans  \eJornal  de  Sciencias  mathematicas,  physicas 
e  naluraes  (n"  XXVIII,  Lisboa,  1880),  M.  Teixeira 
eat  parvenu  à  une  formule  exlrèoiemeiit  remarquable, 
permettant  de  développer,  suivant  les  puissances  crois- 
sante de  X,  la  fonction  z,  en  supposant  que  l'on  ait 

Nous  allons  rattacher  cette  question  aux  principes 
précédemment  exposés  dans  nos  articles  sur  le  Calcul 
isobaritjue. 

Posons 

«  =  a^?iO')-*-**  ?»(^)-*-**  T.  (/)+■■  ■■ 
Cette  fonction  dépend  de  x  et  j'  :  nous  désignerons 
par  u',»",  u",  ...  ses  dérivées  successives,  i-elativcsàx. 
Cela  étaut,  observons  que 


i-^'-n- 

dr             du  dy 
d^-'^'i^dâ 

dy 
A  cansc  de 

da 

rf2        dz  dy 

di-dp'di' 

dv  _  dz  dy 
da       dy  da' 

an  a  aussi 

Cette  relation  sert  de  point  de  départ,   dai 
nionstratîon  doM.  Tuixeii-a. 
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(3.7) 
Rappelons,  d'autri;  pari,  \i  propriété  fondamentu lu 
de  l'algorillime 


•v^s[^: 


Elle  coDsiste  dans  l'égalité 

aîusi  que  nous  l'avons  fait  voir  dans  notre  article  sur 
les  dérivées  des  fonctions  de  fonctions . 

La  relation  (3)  est  toujours  vraie,  pourvu  que  l'on 
convïeune  de  prendre  TI^,v  =  o,  lorsque  v  n'csi  pas 
compris  entre  i  et/»,  inclusivement. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  l'importante  formule 
que  voici  : 


■2[7i^(ÈM] 


Cette  formule  est  vraie  dans  le  cas  de  p  =  1  ;  car  clic 
se  réduit,  alors,  à  l'égalité  (i).  La  formule  (3)  sera 
donc  établie  si,  en  la  supposant  vraie  pour  la  valeur  p, 
ondémonlre  qu'elle  subsiste  pour  la  valeur /j-Hi.  Or, 

^  [da  "")  -7û,\di)  "'■■+  d„  (_!',..+  '•  -53- j. 
OQ  bieD,  en  tenant  compte  de  (i), 

di{-da"")  =  diKn"")*  da'^'-" 
oucnGn,  en  venu  de  (2), 
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(3.8) 
La  dérivaliOD  de  (  !t  )  donne  donc 

I        rf>*u     'yr  .    J'-'/rf«,,        \1 

-?Tt1  [(7^  KSr(£ '''•-)]• 

Les  deux  dernières  sommes  s'eatr«-détruiseDt,  à 
l'exception  du  terme 

(/.  +  .)!  dap\<lx  "'••'•}-(p  +  i)\  d^yd^^"*'-"^'}- 
Vp^p  n'est  autre  chose,  en  effet,  que  u'p.  Donc,  enfin, 

(/.  +  !)!  û^P^'        ^     [v!  d«v-' \da     ''^'■VJ' 

C'est  ce  <}u'il  s'agissait  de  trouver. 

Maintenant  la  question  du  développement  de  =  est 
bien  facile  à  résoudre  par  l'emploi  de  la  Jbrmule  de 
Maclauiin.  Remarquons  d'abord  que,  pour  x  =  o,  on  a 

'='•  £=-^'<°''  ■<'"='-i^(")- 

Conséquemment,  la  formule  { 3  )  devient 


(4) 


,^(£).=|(^£ïr|/v.Si^.(-»)]. 


Tel  est  le  coefficient  de  xP,  dans  le  développement 
cherché. 

Soit,  par  exemple, 
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iJaiis  ce  cas,  pour  x=o 


La  formule  [4)  donne  donc 

Puis,  par  le  lliéorème  de  Maclaurin, 

C'est  \a  formule  de  Lagrange. 

Voyons  ce  que  devient  la  formule  (4)Jan3  d'autres 
cas  particuliers.  Soit  à  développer  la  fonction  j,  satis- 
faisant à  la  relation 

on 

^{x)=  a,a!-h  a,a:*  +  aiX^  + 

Dans  ce  cas 

p 
pourvu  que  l'on  pose 

Lafurtuule  (4)  devient 

^!(,3ï7J,-i)— Â^[f '""f 
Soit,  par  exemple 

.j-^a-t-f**— ■Je.'-. 
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(3») 
On  sait  que 

Par  conséquent 

encore  une  application.  Soit  »  cherclier  le  développe- 
ment de  la  fonction  j',  satisfaisant  â  la  relation 

Dans  ce  cas 


et  l'égalité  (4)  devient 

Les  propriétés  de  l'algorithme  W,  étudié  dans  la 
Note  sur  les  dérivées  des  fondions  de  fonctions,  per- 
mettent de  donner,  à  l'égalité  (5),  la  forme  suivante  : 

Soit,  par  exemple,  i|;(jr)=  e*,  de  sorte  que 
On  sait  que 

'  P 
Par  suite,  la  formule  (6)  devient 
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{   321   I 
Tel  est,  dansie  développement  de^,lccoetGc>enl<l«  — r- 
On  trouve  ainsi 

J-' 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  n'a  pas  tenu  compte  de 
la  convergence  des  séries  qui  résultent  de  l'applicaiiou 
de.  la  formule  do  Maclaurin.  On  sait  que  rétablisse- 
ment des  conditions  de  convergence  constitue  un  impor- 
tant et  délicat  sujet  d'études  :  il  en  est  de  m<ïme  de  la 
question  de  savoir  quelle  valeur  de  y  doit  être  consi- 
dérée comme  représentée  par  la  série  d«  Lagrange  géné- 
ralisée. 


SIR  m  THBOREHB  DB  N.  LAfiVERMi; 

Pak  m.  E.  CESARO. 

I.  It  s'agttdela  Çu^ffion  1389  (3*sérîe,  1. 1,  p.  i4l)) 
dont  nous  croyons  devoir  modifier  légèrement  renoncé, 
an  démontrant  que  : 

Si  l'équation  f{-)  ^  o,  de  degré  n,  n'admet  que  des 
racines  réelles  et  simples, 

1°  L'équation  f^[z)-t-k^f^[z)  =  o,  oà  k  est  réel, 
a  toutes  ses  racines  imaginaires  ; 

a"  Dans  chacune  de  ces  racines,  la  valeur  absolue  du 
coefficient  de  i  ne  surpasse  pas  la  valeur  absolue  de  kn. 

II.  1°  Puisque  les  racines  a,,  a^, . . . ,  ii„duy(z}  =  o 
sont  simples,  il  est  clair  que  l'équalion 
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(3") 
u'a  pas  dv  racines  eu  commua  avec  J'(z)  = 
suite,  elle  peut  élrc  mise  sous  la  forme 


Kemplaçons  z  par  x  ■+■  ij^  et,  après  réduction  des  deux 
membres  à  la  forme  normale,  égalons  entre  eux  le» 
coefficients  de  i.  Il  vient 


y^XT- 


a^yi^yi  ■-       X' 


La  somme  qui  figure  dans  le  premier  membre  est  une 
quantité  essentiellement  positive.  Elle  est  finie;  car,  en 
vertu  des  hypothèses,  il  n'est  pas  possible  d'avoir  simul- 
tanément x:=a^,y^o.  Cela  posé,  le  second  membre 
étantdifTérent  de  zéro, y  ne/^eul  e7/'e  nul,  résultatévi'- 
dent  a  priori. 

III.  a"  Soient  Y,  K  les  valeurs  absolues  de  y,  h.  On 
doit  avoir 


Zi(i  — OvJ'-hV  =  Y'' 


IV.  Remarifues.  —  i"  Ou  voit  sans  peine  qu'il  faat 
prendre  le  signe  d'inégalité  ou  celui  d'égalité,  suivant 
que  R  est  supérieur  ou  égal  à  l'unité. 

2°  Il  est  nécessaire  que  les  racines  dey(  s  )  =  o  soient 
simples.  Il  est  aisé  de  voir  comment  se  modifie  l'énoncé 
du  théorème,  dans  le  cas  de  racines  multiples. 

3"  Si  l'on  trace,  à  la  distance  Kn  de  l'axe  des  x,  les 
deux  parallèles  à  cet  axe,  tous  les  zéros  de  la  fonction 
/""{j)  +  A*  f'i^)  sont  compris  entre  ces  draites,  mais 
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(3.3) 
auvnn  d'eux  n'est  sitné  sur  l'axe  des  x.  Tel  est,  «d  ré- 
sumé, le  théorème  de  M.  Laguerre. 

4°  Ce  théorème  est  susceptible  de  généralisation,  soit 
au  point  de  vue  des  conditions  qu'il  exige,  soit  aussi 
dans  la  nature  des  fonctions  auxquelles  il  est  applicable. 
C'est  ce  que  nous  montrerons,  sous  peu,  dans  nos  Fon- 
damenli  per  la  Teorica  délie  funzioni  olomorfe,  lU 
genej-e  qualuntjue. 

V.  Cependant,  tout  en  restant  dans  le  domaine  des 
fonctions  algébriques,  nous  exposerons  dès  maintenant 
un  essai  d'extension  fort  naturel.  Soient  C(,  Cj,  . . .,  c„ 
les  zéros  de y{z),  supposés  simples,  mais  distribués  ar- 
bitrairement dans  le  plan.  Nous  voulons  savoir  comment 
sont  situés  les  zéros  de y(z}  +  &!_/'{  z),  où  M  est  l'affixe 
d'un  point  quelconque.  A  cet  effet,  cherchons  les  racines 
de  l'équation 

J\z)       Zàs  —  c^  M  A'-+-B'' 

Si  l'on  pose 

la  dernière  équation  se  dédouble  en 

y  a.,—  X  _        A  -ri  fiy—y  _        B 

J^     a;      "  Â>-)-B>'     .^     3v'      ^A>-t-B«" 

Considérons  un  zéro  Q  de  l'équation  proposée.  En 
chaque  zéro  de y(z)  déposons  une  masse,  inversement 
égale  au  carré  de  la  disUnce  à  Q.  Soit  G  le  centre  de 
gravité  de  ce  système,  et  appelons  ^,  t)  ses  coordonnées. 
Les  relations  obtenues  en  dernier  lieu  deviennent 

"a~  ~     »      ~  (À'-i-  B'jij.' 
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(  i'i  ) 

jji  étanl  la  masse  résullame.  Conséquemment,  les  droites 
QG,  OM  sont  parallèles.  Eu  outre, 

QG.OM=  '-■ 

D'après  cela,  lu  ]ioint  G  est  complètement  détermine. 
On  voit  qu'i7  ne  coïncide  jamais  avec  Q,  et  qu'iY  est 
d'autant  plus  près  de  ce  dernier  point  que  ft  est  plus 
grand. 

VI.  Supposons  que  les  zéros  dc/(z)  soient  alignés 
sur  une  droite  A,  de  sorte  que  l'on  ail,  pour  toute  va- 
leur de  v. 

Par  combinaison  linéaire  des  équations  obtenues  dans  le 
paragraphe  précédent,  on  trouve 


Menons,  par  l'origine,  la  parallèle  D  à  A.  Si  cr,  /;  sont 
les  distances  respectives  des  points  Q,  M  aux  droites  A, 
D,  la  dernière  équation  montre  que,  en  considérant  ces 
distances  comme  positives  lorsqu'elles  sont  dirifjèes  en 
sens  inverse,  on  a 


et,  par  conséquent,  vs  et  p  ont  même  signe.  En  d'autres 
termes, 

i"  Suivant  que  M  est  ou  n'est  pas  situé  dans  la  partie 
du  plan  lintitée  par  D  et  contenant  A,  les  zéros  de 
l'équation  proposée  sont  ou  ne  sont  pas  situés  dans  la 
partie  du  plan  liinilée  par  A  et  contenant  D  ; 

2°  Si  M  est  sur  D,  les  zéros  de  la  même  équation 
sont  nécessairement  alignés  sur  1. 
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(3a3) 
VII.  Considérons,  pour  un  instant,  w  dcniier  cas.  La 
condition  de  parallélisme  de»  droites  OM,  i  donno 

~V~  =  _^-^  =-  _^_^, 

et,  par  suite,  les  deux  égalités  de  l'avant-dernicr  para- 
graplie  deviennent 

Prenons,  sur  A,  UDe  origine,  à  partir  de  laquelle  on 
compte  les  distances  ^i,>X],  ...,)..,  des  zéros  dey(z), 
et  la  distance  "k  d'un  point  variable.  L'équation  précé- 
dente peut  s'écrire  ainsi 

Il  est  évident  que,  lorsque  X  varie  depuis  une  des  quan- 
tités \  jusqu'à  la  quantité  immédiatement  supérieure, 
le  premier  membre  varie  de  —  ao  .i  +  oo  ,  en  croissant 
constamment,  car  sa  dérivée  par  rapport  à  X  est  positive. 
Il  prend  donc  une  fois,  et  une  seule  fois,  la  valeur  con- 
stante du  second  membre.  On  peut,  en  conséquence, 
énoncer  ce  théorème  : 

Si  les  zéros  de  f{z)  sont  situps  sur  une  droite  A,  il 
en  est  de  même  des  zéros  de  f[z)-i-  MJ'(z),  pourvu 
•  ^ue  le  point  M  se  trouve  sur  la  parallèle  à  i,  passant 
par  l'origine.  Les  zéros  des  deux  fonctions  s'alternent, 
sur  i,  de  manière  que,  entre  deux  zéros  consécutifs: 
de  l'une  des  fonctions,  il  existe  toujours  un  zéro  de 
l'autre  fonction,  et  il  n'en  existe  (/u^un. 
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(326) 

VIII.  Plus  général cme ut,  il  est  l'acilc  de  déinonti-cr 
que  : 

Si  les  zéros  de  f{z)  sont  situés  sur  une  droite  i, 
celle-ci  contient  aussi  les  zéros  de  Ny(3)  +  M_/'(b}, 
pourvu  que  l'angle  des  droites  OM,  ON  égale  l'incli- 
naison de  A  sur  l'axe  des  x.  Les  zéros  des  deux  Jonc- 
tions se  succèdent  sur  A,  suivant  la  loi  de  Rolle. 

On  obtient,  comme  cas  très  particulier,  le  théorème 
de  Bolle,  en  supposant  N  =  o,  M  =  i,  A^ Ox. 

IX.  Hemoj-^ues,  —  l'Revenons  au  casdeN^i,el 
M  arbitrairement  situé  dans  Iç  plan.  D'après  ce  qui  a 
été  vu  plus  haut,  le  centre  de  gravité  d'un  système  de 
masses,  appliquées  aux  zéros  à*if[z),  et  variant  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance  à  un  zéro  Q  de 
f{z)  -+-  MJ^(z);  se  trouve  à  l'intersection  de  A  avec  la 
parallèle  à  OM,  passant  par  Q.  Dans  le  cas  particulier, 
considéré  par  M.  Laguerre,  ce  centre  de  gravité  n'est 
autre  que  la  projection  de  Q  sur  l'axe  des  x. 

2"  Tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  est  applicable 
aux  fonctions  bolomorpbes,  du  genre  zéi-o,  douées  d'un 
coeflicient  exponentiel  de  la  forme  e"",  m  étant  quel- 
conque. Moyennant  quelques  modifications,  les  mêmes 
tliéorèmes  peuvent  èti'e  transportés  aux  fonctions  bolo- 
morpbes d'un  genre  quelconque. 

X.  Nous  allons  maintenant  généraliser  la  seconde 
partie  du  tbéorème  de  M.  Laguerre,  en  cbercbant  une 
limite  supérieure  de  m.  Observons,  à  cet  effet,  que,  à  ■ 
cause  de  Sv^ra,  on  a 
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XI.  On  peut  répéter  les  mêmes  considérations  pour  la 
fonction  f{z)  —  ^\f{z).  En  les  réunissant  aux  précé- 
dentes, on  a  cette  généralisation  du  théorème  de  M.  La- 
gaerre  : 

1°  Si  Us  zéros  de /(^z)  sont  situés  sur  une  droite  A^ 
les  zéros  de  f^lz)  —  M'f'^[z)  sont  ou  ne  sont  pas  si- 
tués sur  la  même  droite,  suivant  que  le  point  M  se  trouve 
ou  ne  se  trouve  pas  sur  la  parallèle  à  A,  menée  par 
l'origine. 

a"  Dans  le  dernier  cas,  les  zéros  de  la  seconde  fonc- 
tion sont  situés,  de  part  et  d'autre  de  A,  entre  les  deux 
parallèles  à  celle  droite,  menées  à  une  dislance  n  fois 
plus  grande  que  la  distance  de  M  au  point  d'intersec- 
tion des  perpendiculaires  aux  droites  OM,  A,  passant 
respectivement  par  O,  M. 

XII.  En  particulier,  si  les  droites  OM,  A  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  on  a  A'  +  B*  =  ^*,  et,  par  suite, 
i!i  5  np.  Conséquemment  : 

Sif{  s  )  a  ses  zéros  alignés  sur  une  droite  A,  et  si  M 
est  l'affixe  d'un  point,  situé  sur  ta  perpendiculaire  à 
L,  passant  par  l'origine,  les  zéros  de  f^(z)  —  M'f'{z) 
ne  sont  pas  situés  sur  A,  maïs  leurs  distances  à  cette 
droite  ne  peuvent  être  plus  grandes  que  a  fois  la  dis- 
tance deM  à  l  origine. 

Plus  particulièrement  encore,  si  l'on  fait  coïncider  A 
aïccl'axedesx,  on  retrouve  le  théorème  de  M.  Laguerre. 
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SOLUTION  DE  U  Ql^STION  1338; 
Par  m.  E.  CESARO. 


L'éi/uation  f{x)^o  a  toutes  ses  rncines  réelles; 
soient  a.  et  p  deux  racines  cottsécutives  de  cette  èqua~ 
tion.  La  dérivée  s' annule  pour  une  valeur  ta  comprise 
entre  a  eï  p;  démontrer  qiie  cette  valeur  est  comprisa 
entre 

H  désignant  le  degré  de  l'équation.         (Lacuerre.) 

Pour  runiformité  des  développements  qui  suivent, 
nous  changerons  de  notation.  Soient  c,,  c^.  cj,  .  . .,  c„ 
les  racines  de  l'équation  proposée,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  croissante.  Soit  r  la  racine  de ^(3)  =  0,  com- 
prise entre  Cp  et  Cp^i .  A  cause  de 

/''=^  ^  — L_  +  _1_  ■   ^-!_  +     +   _'_ 
7(3)        s-Ci       =-ct       :-c,      •■■      ;-r„ 

nous  devrons  avoir 


Si  l'on  observe  que  les  termes  du  premier  membre  ne 
vont  pas  en  diminuant,  tandis  que  ceuv  du  second 
membre  ne  vont  pas  en  augmentant,  on  peut  écrire 
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(  3'9) 
A  plus  forte  laisou  |)uut-on  remplacer  les  deux  lir 
par  — — —  >  n  —  i ,  respect! veulent,  et  conclure 


En  d'autres  termes,  ayant  partagé  l'intervalle  c^c^+i 
en  segments  égaux,  on  peut  ailfîrmer  (jue,  dans  les  seg- 
ments extrême,  la  fonction  dérivée  ne  s'annule  pas. 
C'est  le  théorème  de  M.  Lagucrre, 

Jiemarque  I.  —  Si  l'on  suppose  plus  généralement 
c|ue  z  représente  la  variable  complexe  .r  ■+-  iy,  et  qu'on 
ait  c,=  a,-\-  ib,,  ou  peut  écrire 

en  désignant  par  ô^  la  distance  du  zéro  c,  au  point  z. 
Lorsque  z  est  un  zéro  dey'(z),  on  doit  avoir  simnltané- 


IItt--  2^ 


-h, 


Ces  équations  niontrenl  que,  si,  auTC  zéros  de  f{z),  on 
applique  des  poids  inversement  proportionnels  aux 
carrés  de  leurs  distances  respectives  à  un  zéro  P  de 
f{z),  le  centre  de  gravité  d'un  tel  système  e^  précisé- 
ment P. 

liemarqite  II.  —  D'apiès  la  remarque  précédente, 
étant  donnés  les  zéros  de/(  z),  ceux  dey*(  z)  doivent  ilre 
situés  du  telle  sorte  que,  si,  par  un  quelconque  d'entre 
Mix,  un  tire  une  droite  quelconque,  celle-ci  ne  laisse 
pas  tous  les  zéros  dcy(z)  du  même  coté.  Ou  en  déduit, 
par  exemple,  que,  si  les  zéros  dey(3)  sont  les  sommets 
d'un  polygone  convexe,  les  zéros  de  J'{z)  sont  situés  l'i 
l'iiitprieur  du  polygone.  11  en  est  de  même  des  itéros  des 
dérivées  suivantes,  jusqu'à  la  (n  —  i )"'"'",  dont  ruuir|ue 

^nn.  -/r   Miilhrmal..  S'  .«Tir,  I.  IV  (J.lill.'l  rgS.'iJ-  22 


itizec  .y  Google 


(33o  ) 
eéro  n'est  autri.-  que  le  ct^utre  de  giavité  du  polygone. 
ltcmarquoDseiicoreque,si  les  zéros  de  y(3)  sont  alignés 
sur  ime  droite,  celle-ci  contient  aussi  les  zéros  de/'lz). 
Dans  ce  dernier  cas,  il  est  aisé  de  reconnaitre  que  la 
propriété  signalée  par  M.  Laguerre,  pour  le  cas  des  zéros 
alignés  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  ne  cesse  de  sub- 
sister en  général. 

Itemaff/ue  111.  —  Par  rapport  à  une  fonction  donnée 
f{z),  à  chaque  point  P  correspond  un  pointQ,  centiv 
de  gravité  d'un  système  de  poids,  appliques  aux  zéros  dv 
/'(z)  avec  une  intensité  qui  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  à  P.  Nous  avons  vu  que,  lorsque  P 
est  un  zéro  do  J''{z}^  1«  point  correspondant  Q  coïncide 
avec  lui.  Eu  géuéial,  il  existe,  tnitrc  les  affixcs  z,  Z 
des  deu\  points  et  leur  distauce  S,  la  relation 

qui  donne  lîeu  à  plusieurs  observations  intéressantes. 

Jtemarque  If.  —  Les  résultats  précédents  n'appar- 
tiennent pas  exclusivement  auv  Ibiiclions  algébriques. 
Un  peut  consulter,  à  ce  sujet,  notre  article  :  Hemarijnex 
sur  les  Jonctions  holontor plies,  inséi-é  au  Journal  dfi 
Battaglini  (iSS4). 

La  mtme  <|ue«tion  ii  fie  résolue  par  MM.  \(oret-Blanr  et  JiihH- 
lléimy, 

Efi/tArA.—  Pagc4o,  liRnct;,  au  lieu  de  ef~\  lUfS  «•'-•.  l'aRC  ^i. 
lÎKnc  7,  au  lieu  rfe^yl'l  (1),  lùez  of''!!).  Page  4J,  ligne  6,  en  romiin- 
lint,  011  lieu  de  t,^_]t,'v-<-|(i.v-i-ii  li'es  <r^_|»r,+|tr,.,.  PaRC  4S,  li- 
fnf.  lï,  (Ml  lien  de  1,,  li>ez  t,-,.  Vu^p.  5o,  lifine  \,  an  lieu  de  —,  //- 
M3  (— [)'  '  -^.  PsKe  (il.  ligiip  11,  au  lieu  de  —  7,j',  liies  ^-  ■j.x'. 
rage  ,17»    ilii    Inme    prorrilent,  liKiic  ^   <■»    renumlant,   nu  lieu  de 

M...- IL.  „„,  i-^.r- t. 
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»OTR  SIR  LA  BISCONTiAitirTB  0B  CERTAINES  SERIBS; 

Pak  m.  a.  DIÎ  SAI^T-GERM\r^. 


Dans  iiton  Étude  sur  le  théorème  d'Abel,  |iubliée  eu 
avril  1880  ^av\e.a  Nouvelles  A  II  naleî,  j'ai  discuté  une 
dëmoostratîon  d'où  il  résulterait  qu'une  série,  dont  les 
termes  sont  fonctions  vonlinues  du  x,  vatie  elle-mâme 
uécessai renient  d'une  manière  continue  avec  :r,  tant 
<|u'ell«  est  convergente.  Soient  ^(x)  la  somme  des  11 
premiers  termes,  ^{x)  le  reste;  tant  que  la  série  est 
eonvci^entc,  sa  somme  est  une  Jonction  déterminéi? 
dex, 

(.)  K(:r)=-f(j-)-i-.>fr). 

Or,  dit-OH,  prenons  n  as5<;z  grand,  quoique  lini,  pour 
que  •\{x)  reste,  en  valeur  absolue,  moindre  qu'un 
nombre  donné  t,  aussi  j>etit  qu'on  veuf,  ?(3r),  somme 
d'un  nombre  lini  de  fonctions  continues  de  :r,  est  cllc- 
mùnie  fonction  continue  de  x,  ainsi  que  F,  puisque  '^ 
est  négligeable.  J'ai  dit  pourquoi  ce  raisonnement  ne  me 
seniLle  pas  concluant.  M.  Catalan  m'adresse  à  ce  sujet 
les  observations  suivantes,  auxquelles  l'autorité  du  sa- 
vantGéomètre  donne  un  intérêt  incontestable  ; 

«  Vous  dites,  m'écrit  M.  Catalan,  que  de  l'égalité  (1) 
on  ne  peut  tirer 

b  étant  la  valeur  extrême  de  x.  Pourquoi?  Contestez- 
vnus  que  la  limite  de  la  somme  de  deux  quantités  soit 
égale  à  la  somme  des  limites  de  celles-ci  P 

i>  Lorsque  de  l'égalité  (i>  on  déduit  l'égalité  {a),i/ 
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Cl/  bitfii  ente/ulii  t/titf  -f(x)  varie  d'une  manière  con- 
tinue de  .x<:ib,  h  x'=  h  si,  pour  x  =  6;  ?{^)  «"  '/«- 
continu,  il  lïy  a  plus  ni  démonstration,  ni  théorème. 
C'est  CL'  qui  arrive  pour  la  série  cliotsie  par  vous 

où,  pour  :r<;i,  Sb  est  égal  à  L{i  -f-x) —  e,  et,  pour 
x^  i,à^L(n-x) — ï';vousavez(loncapp!iquémon  (?) 
tlicoi'ème  à  ua  cas  formellement  exclu;  et,  trouvaut  un 
résultat  inadmissible,  vous  concluez  que  le  théorème 
est  faux.  Est-ce  bien  raisonné?  » 

Comme  on  ne  peut  guère  difTérer  d'avis  sur  la  vérité 
(l'une  proposition  de  Mathématiques,  lorsqu'on  s'est  bîeD 
entendu  sur  les  termes  dans  lesquels  elle  est  formulée, 
je  vais  essayer  de  bien  préciser  ce  que  j'ai  voulu  dire. 
Assurément,  si,  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  ^{x)  est 
une  fonction  continue  de  x,  commelc  demande  M.  Ca- 
ralan,  F(x)  aura  nécessairement  pour  limite  F{i) 
quand  X  tend  vers  h.  Mais,  dans  l'énoncé  de  la  propo- 
siliou  que  je  discutais,  je  supposais  seulement  que  les 
termes  de  F(x)  fussent  des  fonctions  continues  de  x,  et 
je  disais  précisément  que  cela  n'einpéche  pas  cp(x)de 
présenter  cette  discontinuité  que  M.  Catalan  exclut,  et 
qui  entraîne  la  discontinuité  de  F{x).  Et  encore  récla- 
merai-je  contrel  epithète  de  discontinue <\uc  mon  savant 
mailrc  applique  à  ^(^r)  dans  la  série  (3)  ou  dans  les 
séries  analogues;  tant  que  n  reste  fini,  (p(x)  ne  présente 
pas  de  discontinuité,  dans  te  sens  strict  du  mot.  Pour 
la  série  (3),  «(^)  est  une  fonction  entière  de  degré 
4n — I,  c'est-à-dire  essentiellement  continue;  quand  X 
tend  vers  i,  f(x)  varie  d'autant  plus  rapidement  quen 
est  plu^  gi'and,  mais   sans  discontinuité;  quand  x  est 
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très  vuisiu  lit  I,  par  exemple  égal  à  i 1  F(-^)  t'st 

bien  égal  à  L(i  +  j;),  niaiscp(:r)  n'tiu  est  plus  une  va- 
leur approchée.  En  somme,  cp(x)  ne  présente  pas  de 
caractère  de  dîseonlinuité  avertissant  que  la  série  (3) 
sera  discontinue.  Ne  peut-on  craindre  que  pareil  fait  ne 
se  présente  pour  la  série  d'Aliel  qui,  à  la  limite,  arrive 
à  la  région  dangereuse  des  séries  semi-convergentes,  et 
ne  doit-on  pas  exiger  pour  le  tliéorème  d'Âbel  une  dé- 
monstration absolument  rigoureuse? 

Mais  voici  une  nouvelle  objection,  peut-itre  plus 
frappante,  au  raisonnement  que  j  ai  critiqué  :  c'est  que, 
pour  certaines  séries,  il  n'est  pas  possible  d'assigner  à  n 
une  valeur  déterminée  telle  que  \{x)  reste  inférieur  à 
un  petit  nombre  donné  e,  lorstjue  x  varie  dans  les  li- 
mites pour  lesquelles  la  sérit;  est  convergente.  Considé- 
rons la  série  (3)  et  un  terme  Up,  de  rang  éloigné,  dans 
cette  série-,  ce  terme  est  négatif  pour  les  valeurs  dex 

comprises  entre  zéro  et  t— j  environ  ;  pour  x  ^  i ) 

a  étant   un    nombre   fini,    il    est    sensiblement    égal 

il (e"*" —  e"^*"),  c'est-à-dire  de  l'ordre  de  grandeur 

de  -  ;  pour  x  ~>  i  —  -7—;  j  Up  est  positif  et  tend  vers  -r—; 
pourx  =  i.  Cela  posé,  donnons  à  n  une  valeur  aussi 
grande  qu'on  voudra,  mais  déterminée,  et  voyons  ce  que 
devient  t}'Qc)quandx  croit  de  o  à  1  :  tant  que  1 — x 
u'est  pas  très  petit,  i({x)  est  négatif  et  visiblement 
très  petit  en   valeur  absolue;   mai^,  quand  x  atteint 

les  valeurs  de  la  forme  1 .  i{i(x)  renferme  un  grand 

nombre  de  termes  de  grandeur  comparable  à  ceux 
de  même  raug  dans  la  série  liarmonique,  et  il  cesse 
d'&lre  très  petit,  et  cela  tant  que  x  n'a  pas  atteint  la  va- 
leur r,  pour  laquelle  ■\{x),  ri  non  ?(■'"),  présente  une 
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di&cuiitilluité,  compatible  avec  le  uoinlii-e  iiiliui  de  ses 
lermes;  ce  sont  les  valeurs  négatives  de  ^  qut  coiupen- 
seut  l'excès  de  s(.i)  sur  L(i  -i-x)  quand  j-  tend  vei-s 
l'unité.  Mais  {loin'  aucune  valeur  déterminée  de  a, 
à{jn)  ue  reste  1res  petit;  il  ne  resterait  tel  qu'ii  la  coiidi- 
tiun  de  faire  varier  »;  quoi  qu'on  fasse,  un  des  termes 
de  la  démonstration  que  je  discute  tombe  en  défaut  pour 
certaines  séries,  et  ou  doit,  ce  me  semble,  toujours  être 
sur  ses  gardes  pour  les  autres. 


sn  LES  CONfLliXBS  LIKEAIftES; 

i\\«  H.  i;.  j.vor.i. 


Dans  le  numéro  du  mois  de  février  dernier  des  JVou- 
vellfts  Annales,  j'ai  donné  une  démonstration  géomé- 
trique de  ee  fait,  que  les  normales  aux  trajectoires  d'un 
solide  dont  le  déplaceutent  est  assujetti  à  cinq  eondi-  . 
lions  forment  un  complexe  linéaire;  en  voici  une  dé- 
inonstraliou  analytique. 

1 .  Je  prends  pour  axe  des  z  l'axe  commun  à  tous  les 
éléments  d'Iiéllces  trajectoires  correspondant  A  l'instant 
considéré.  Si  K  est  le  pas  commun  à  toutes  ces  hélices, 
leurs  équations  pourront  s'écrire 

«*-t-_j''  =  r',     z  =  Kirctang  'i-; 

d'où  je  tire  les  équations  générales  de  ces  courbes 

—  dx  _  <fy  _'^ 

^''  V         ~      r     ~     k' 
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les  équations  d'uue  droitt;  quelconque.  Les  cosinus  di- 
i-ecteurs  de  cette  droite  étantpropoitioanel s  àa,b,i,  pour 
(|ue  cette  droite  soit  une  normale,  on  doit  avoir 

atic  -h  bdy  -\-ds  =  o, 
c'est-à-dire 

~ay+bx--nK  =  o 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  de  la  droite, 

(a)  aq~bp  =  K, 

équation  d'un  complexe  linéaire  rapporté  à  son  aw.. 
Donc  ; 

IjCS  normales  aux-  trajectoires  de  tous  Us  points  d 'un 
solide  de  forme  invariable,  dont  le  déplacement  est 
assujetti  à  cinq  conditions,  forment  à  chaque  instant 
un  complexe  linéaire  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe 
instantané  de  rotation  glissant  du  déplacement,  et 
dont  le  paramètre  est  égal  au  pas  commun  des  hélices 
trajectoires , 

La  réciproque,  démontrée  par  M.  Picai-d,  s'obtient 
racilemenl  en  intégrant  les  équations  (i)  qui  résultant 
de  ce  que  toute  droite  (abpq)  du  complexe  (2)  est  nor- 
male à  la  courbe  (xjs). 

â.  Je  vais  maintenant  donner  quelques  nouvelles  ap- 
plications des  théorèmes  précédemment  démontrés. 

Considérons  un  corps  solide  de  forme  invariable  aux 
divers  points  duquel  sont  appliquée:!  des  forces  quelcon- 
,  ques  et  supposons  d'abord  que,  par  l'action  de  ces 
forces,  les  diflérents  points  du  solide  décrivent  des 
courbes  trajectoires.  Partons  d'une  position  d'équilibre 
ducorps.  Tout  déplacement  virtuel  infiniment  petit  du 
cor|>s  à  partir  de  cette  position  sera  un  déplacement  béli- 
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(x>ïdal  [Hiur  lequel  lus  iiormakts  aux  courbes  trajecLoirus 
fonncrontuu  complexe  linéaire. 

On  peut  donc  énoncer  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

TiiÉOHËMB  I.  —  Si  les  lignes  d'action  des  forces  ap- 
pliquées aux  différents  points  d' un  solide  i/ui  décrivent 
des  courbes  trajectoires  forment  un  complexe  linéaire, 
le  solide  sera  en  équilibre. 

Cette  condition  est  suffisante,  mais  non  pas  nécessaire. 
Le  théorème  général  sera  celui-ci  : 

TnÉoBÈHE  II.  —  Quand  les.  divers  points  d'un  so- 
lide décrivent  des  combes  trajectoires  sous  l'action  de 
plusieurs  forces  i/ui  y  sont  appliquées,  la  condition 
nécessaire  et  siiffisanle  d'équilibre  est  que  les  diverses 
résultantes  des  forces  appliquées  aux  différents  points 
du  corps  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 
On  ne  trouble  pas  l'équilibre  ou  le  mouvamcnt  d'an 
solide  de  forme  invariable  dont  les  points  décrivent 
des  courbes  trajectoires,  en  appliquant  en  ses  divers 
points  des  forces  dont  les  diverses  résultantes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire. 

3.  Si  maintenant,  sous  l'action  des  forces  qui  leur 
sont  appliquées,  les  différents  puiuts  du  solide  décrivent 
des  surfaces  trajectoires,  on  sait  qu'à  chaque  instant  les 
normales  aux  surfaces  trajecloires,  en  tous  les  points 
du  coi-ps,  forment  une  coiigruence  linéaire  (même 
touie,  p.  85);  par  conséquent  : 

TiiÉunÊHE  III.  —  Si  un  corps  solide  déforme  inva- 
riable se  déplace  de  manière  que  ses  points  flécriveal 
ffes  surfaces  Irajccloircs  sous  l'ac/lo/i  des  forces  qui 
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ieur  sont  applùfuées,  le  solide  sera  en  lir/itiliùre  toutes 
les  J'ois  ifue  les  diverses  résultantes  des  forces  appli- 
quées aux  divers  points  du  corps  appartiendront  à  une 
congruence  linéaire. 


SUR  U  LOI  S8  SUCCIiSSIO)!  DES  COEFFICIENTS 
DANS  LA  FOilNllLE  »ll  BINOME; 

Par  m.  g.  FOURET. 


Dans  lu  développement  de  (a  +  b)",  mdésïgnanlun 
nombre  cnlitir  positif,  le  terme  qui  on  a  /»  après  lui 
et  t{  =:  ni — p  avant   lui    peut,  couime  chacun  le  sait. 


m^mecoefQcieDt  que  leprécédenr,  un  en  conclut  que /ci 
coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux. 

En  conservant  la  nlëmu  forme  aux  teimes  du  déve- 
loppement, on  peut  établir  immédiatement,  cominu  on 
vale  voir,  lato!  bien  connue  de  variation  des  coefEicients, 
sans  qu'il  y  ait  de  distinction  à  faire  relativement  à  la 
parité  de  l'exposant  m. 

En  eflêt,  le  cuenicient  du  terme  qui  en  a  />  +  ■  après 

lui,  etparconséquenta  —  lavant  lui,  étant,- rr n 

en  le  multipliant  par^ >  on  eu  déduit  le  coeffîeient. 

du  terme  suivant.  Par  suite,  pour  que  ce  nouveau  coef- 
ticicnt  suit  supérieur  A  celui  qui  le  précède,  tl  faut  et  il 
sufiit  que  p  ne  soit  pas  inférieur  à  </,  e'eal-à-dire  que  le 
terme  auquel  il  appartient    n'ait    pas  moins  de  termes 
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après  lut  qu'avant  lui.   Donc,  les  coefficients  du  déve- 
loppement  de  (a  +  i)"'  'vont    en    croissant  jusqu'au 
milieu  de  ce  développement,  pour  décroUre  ensuite, 
en  reprenant  les  mêmes  valeurs  dans  l'ordre  inverse. 


CONSTRIJCTION  NOIVILLE  DES  POINTS  D'INTERSECTION 
DHNB  DROITE  ET  D'UNE  CONIOlJE  ('); 

Par  m.  Ernest  LEBON. 

1.  Soit  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  de 
sommet  f,  f  (Jig-  i),  dont  !a  tra«e  liorizonlale  a  pour 
diamètre  la  droite  de  front  ac.  Coupons  ce  cànc  selon 
une  ellipse  par  le  plan  de  bout  aa'h'.  On  sait  que  la 
projection  horizontale  de  la  section  est  une  ellipse  dont 
«A  est  le  grand  axe  et  /"uii  foyer. 

fjoit  une  droite  mn,  <Jb'  située  dans  le  plan  aa'l/. 
D'après  la  solution  connue  pour  trouver  les  points  d'in- 
tersection d'une  droite  et  d'un  cône,  il  faut  obtenir  la 
trace  horizontale  du  plan  auxiliaire  déterminé  par  la 
droite  et  le  sommet  du  cône.  Le  point  ai,  où  mn 
coupe  c^a,  est  un  point  de  cette  trace.  On  en  construit 
nii  second  c,,  en  menant  la  droite  passant  par  le  sommet 
yi/'et  par  le  point  A',  b,  Aemn,  <ih' .  La  trace  horizon- 
tale a^Ci  du  plan  auxiliaire  coupe  celle  du  cdne  en  i,  et 
en  /(  :  les  droites^!,  vxj]^  rencontrent  mn  aux  points  i 
et  y,  projections  horizontales  des  points  d'intersection 
de  la  droite  et  du  cône  donnés. 

Remarquonsquelespoiutsiety  appartiennent  à  ladroi te 

(')  Exposée  à  la  Société  mathêinatique   de  France  (séance  tlii 
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mn  Kl  à  l'vliii)se  tle  grand  axe  a6,  de  fuycr  /,  cl  i|ii< 


explications  précédciitvs  sont  applicabli^s  au  «.us  < 
plau  sécant  au' À' détermine  dans  le  cAue  du  lévoluiion 
une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Il  résulte  des  épures  précédeutes  une  eonstrueliiin  des 
points  d'intersection  d'une  droite  etd'unc  conique,  dont 
on  connaît,  en  position,  uu  foyer  et  les  sommets  situés 
sur  l'axe  focal.  Voici  cette  nouvelle  construction,  qui 
est  plus  simple  que  celles  que  l'on  connaît,  notamment 
dans  le  cas  de  la  parabole. 

2.  Soient  une  droite  mn  [fîg-  ')  (')  "^  '^"'^  ellipse 
délinic  par  son  grand  axe  ab  et  uu  foyav  f.  On  décrit 

Fig.   I. 


une  circonférence  J'a^  de  centre  /",  ayant  pour  rayon  la 
distance  du  foyer  yà  un  sommet  ^;  elle  coupe  ab  en  c. 
On  mène  sur  ab,  aux  points  a,  b,  c,  les  [>erpcndicu- 


(■)  Les  lignes  t. 


lA  pointillés  «ont  inutiln  pour  la  construc- 
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iaircs  nat,  bbt^  ce,.  La  droitv  mn  troupe  an,  on  d,  et 
iè,  en  b,\  la  droite /i|  coupe  ce,  en  c,.  La  circoiifé- 
renacfn  est  i-eiicoDtrée  par  la  droite  a,  c,  aux  pointai, 
et  y'i  :  les  droites  Jt,  rt  fj,  eoupent  mn  aux  points  t  et 
y  communs  à  cotte  droite  et  à  rellipsc. 

La  construction  est  la  même  dans  le  cas  do  Yhyper- 
bole  définie  par  son  axe  transverse  et  un  foyer. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  {fig.  a),  la  eonstrurtion 


50  simplifie,  parce  que,  le  sommet  b  étant  rejeté  à  l'in- 
fini, la  droite y^i  devient  une  parallèle  fc,  à  mn. 

3.  La  démonstration  du  n°  \  exige  que  l'on  con- 
naisse la  Géométne  descriptive  et  la  Géométrie  ana- 
lytique. Dans  ce  qui  suit,  nous  donnons  une  démonstra- 
tion fondée  sur  cette  propriété  que  l'on  peut  démontrer 
élémentaîremeut  :  te  rapport  dos  distances  d'un  point 
d'une  conique  à  un  foyer  et  à  la  directrice  correspon- 
dante est  constant. 

Soient  une  droite  mn  (Jlg.  ■)  et  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  ab,  dont  un  foyer  est  f  et  la  directrice 
correspondante  c//'.  JVous  obtenons  sur  mn  le  point  i 
par  la  construction  du  n"  â. 
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Pour  démontrer  quv  le  point  i  appartiL-iit  à  IVIlifist: 
doiini-o,  iioits  menons  :  par  lo  poiiil  i  la  parallèle  ie 
à  «|C(,  coupant_^i  en  e,  et  la  parallèle  ig  à  aA,  cou- 
pant ait,  tin  g;  par  le  point  £«  'a  parallèle  &|/i  ^  ab, 
coupant  aa,  en  /t. 

Les  parallèles  i«  à  OiC,,  i^  h  b,h,  dans  les  triangles 
a,b,ct,  a,l>,h,  permettent  d'écrire 

llh  -  ^      lllh  -  hh 

a,i  ~    rje'       a,i  ~    ig  ' 
d'où  l'on  tire,  en  remarquant  <]ue  b,  k  égale  nh. 

Un  a  de  tn6tne,  dans  les  triangles  l;/c,,  ii/c,, 

C]  A|        ci        lï]        cj  e 
"07  ~  ^'     /'i  ~  fil/' 
et,  par  suite, 

En  appelant  aa  le  grand  axe  et  2cla  distance  des 
foyers,  les  égalités  (i)  cl  (a)dunnent 

Maintenant  prolongeons  ^t  jusqu'à  sa  rencontre  eu  k 
avec  la  directrice  dk.  Ap[>elaiit  <^  et  o  les  distances  if 
et  l'A  de  i  kfelà  dk,  et  remarquant  que 

/(,  =a-r-c,     ff/c  =  ad=  -la-\-c}. 


irtii  de  l'égalité  (3J  et  après  les  ré- 
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CeUu  égalité  montrit  «jur  le  point  i  appartient  à  l'ellipse 
coiisidérén. 

Pour  Vhjperbote,  la-  démonstration  est  analogue  à  la 
précédente. 

Pour  la  parabole,  délîniu  par  soit  sommet  a  et  son 
io'^*irf{Jîg.  h),  dk  étant  la  directrice,  on  mène  la  pei'- 
pendiculaire  ig  sur  an^,  et  l'on  a,  d'après  la  similitude 
des  triangles  igai  el/cc,,  puisii,  a,  eiyi,  C|, 


i,  =  tg,  etparsuil 


a[>partient  n  la  parabole  considérée. 

Le  cas  de  h  parabole  mérite  siirtont  d'être  renianjué 
pour  la  simplicité  de  la  construction  et  de  la  dénionstra- 
tion. 


Les  Fir.uiiKs  réciproques  ek  Stai-kjue  graphique',  par 
/,.  Cremona,  directeur  de  l'Kcolc  d'application  des 
Ingénieurs  à  Rome.  Ouvrage  précédé  d'une  Iktro- 
nrcTiOK  du  D'  Giiiseppe  Jung,  professeurs  l'Institut 
tecliniquc  de  Milan,  et  suivi  d'un  Appendice  extrait 
des  Mémoires  et  des  Cours  de  Statique  grapbique 
de  Ch.  Saviotli,  professeur  à  l'Ecole  des  Ingénieurs 
à  Rome.  Traduit  par  Louis  Bossut,  capitaine  du  Génie. 
Gr.in-8,avccatlasde34 planches,  i88J,Prix  :  à'%5o. 

La  Statique  graphique   a  pour  iibjf^r   l'étinle    (lfî.<   méthodes 
i|ui   prrmeltpnl   de  iTsoiidre,  nu  movpn  do  rfioMnirtion*  gfo- 
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nictriques,  les  |jrii)['ipalt:<i  quesliuns  qui  ont  trait  ù  l'art  de 
ringénieur.  Parmi  ces  dlUërenles  méthodes,  l'une  des  plus 
récondes  est,  sans  roDtreilii.  i-clle  des  diagrammes  rt'ciproque*. 
dont  on  fait  le  plus  grand  usage  lorsqu'on  s'occupe  des  poutres 
ou  des  travures  réticulaircs. 

L'Onvrage  que  nous  prési'ntoas  est  une  traduction  d'un 
célèbre  Opuscule  de  M.  Cremona,  que  l'on  a  fait  suivre  d'un 
Appendice  extrait  des  Mémoires  de  M.  Saviolti,  prDfe>!Seur  à 
l'Ë^ole  des  Ingét)ieur<i  à  Rome.  Nous  demandons  aux  lerteuis 
lies  Noui-ellet  Annales  de  Mathémetliçues  la  permission  de 
li<ur  donner  un  aperçu  sommaire  des  difTérentes  matières  qui 
sont  traitées  dans  ce  travail. 

Dans  son  Opuscule  sur  les  ligures  réciproques,  M.  Cremona, 
après  avoir  rappelé  sommairement  les  principales  propriétés 
des  droites  réciproques,  des  pdies  et  des  plans  polaires,  donne 
la  définition  des  polyèdres  réciproques,  et  il  démontre  que  Ir 
polyi;onc  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  peuvent  se 
ramener  à  deux  diagrammes  réciproques.  Celte  façon  de  con- 
sidérer ces  deux  figures  lui  permet  de  retrouver  de  la  façon  In 
plus  élégante  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  Statique 
graphique. 

L'Auteur  montre  ensuite  qu'il  existe  certaines  sui'faces  polv- 
éilriques  réciproques,  dont  les  projections  sur  le  plan  orthn- 
Rraphique  re  sont  autre  chose  que  les  diagrammes  réciproques 
rorrespondant  à  certaines  classes  de  travures  dites  r^dVn/niVM. 
l-'nfm  il  indique  le  façon  de  construire  les  diagrammes  réci- 
proques et,  après  avoir  parlé  sommairement  de  deux  méthodes 
auxiliaires  de  calcul  des  travures  réticulaircs,  à  savoir  :  la 
méthode  des  sections  et  la  méthode  des  moments  statiques,  il 
termine  par  plusieurs  exemples  destinés  â  bieu'lîxer  les  idées 
sur  la  valeur  de  la  méthode  des  diagrammes  réciproques. 
appelée  aussi  métliode  géométrique. 

Comme  la  lecture  de  l'Opuscule  suppose  la  connaissance 
préalable  de  la  théorie  des  figures  réciproques,  on  a  conservé 
l'excellente  Introduction  que  M.  le  D'  G.  Jung,  professeur  à 
l'Institut  technique  de  Milan,  a  composée  pour  la  troisième 
édition  de  l'Ouvrage  italien  et  qui  contient  la  théorie  précitée, 
déduite  des  propriétés  d'un  système  gauche  de  forces. 

l.'Appcndice,  extrait  des  travaux  de  M.  Snviotli  et  des  Notes 
qu'il  a  bien  voulu   nous  communiquer,  se  divise  en  cinq  Cha- 
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Dans  le  Cliapitrt;  I,  un  a  trahi  la  question  des  coniques  des 
tiirccs  et  des  coniques  funiculaires  par  la  méthode  mécanique 
et  par  une  mélliode  purement  géométrique,  en  considérant 
CCS  courbes  comme  les  projections  de  figures  réciproques  dans 

Dans  le  Chapitre  II,  on  a  étudié  la  génération  des  travures 
réticulaires  strictement  indéformables,  autrement  dit  les  deu:t 
questions  suivantes  : 

1°  Étant  donné  un  ensemble  de  points,  comment  pourra-t-on 
les  relier  au  moyen   d'une  travure  réticulaire  indéformable? 

3"  Etant  donné  un  ensemble  de  barres,  ou  plusieurs  groupes 
de  barres,  comment  les  reliera-t-on  d'une  façon  invariable? 

Dans  te  Chapitre  III,  on  a  exposé  les  différentes  méthodes 
que  l'on  peut  employer  pour  le  calcul  des  travures  réticulaires, 
et  l'on  a  insisté  plus  particulièrement  sur  celles  de  ces  méthodes 
dont  il  n'a  pas  été  question  dans  l'Opuscule,  a  savoir  :  la 
méthode  dite  At  fausse  pot  Uion  et  celle  dite  à^x  polygone  funi- 
culaire. 

l^  Chapitre  IVest  réservée  l'étude  des  travures  réticulaires 
strictement  indéformables  chargées  aux  nauds  et  sur  les  barres 
et  dont,  par  conséquent,  les  différentes  pièces  sont  aoumises 
tout  à  la  fois  à  des  efforts  longitudinaux  et  à  des  elTorls  de 
IleiLiûn.  Le  problâme  des  trois  points,  dont  on  développe  Ja 
solution,  permet,  dans  ce  cas,  de  trouver  les  actions  qu'excr- 
cent  les  difTércntes  barres  sur  les  charnières  d'assemblage. 
Cette  détermination  permet  par  suite  de  trouver  les  actions 
qui  s'exercent  sur  les  dilférentes  section!;  des  barres. 

Enfin,  dans  le  Chapitre  \\  on  traite  dans  ses  dilTérenls  cas 
le  problème  des  trois  barres  qui  s'énonce  ainsi  qu'il  suit  : 

Un  corps  ou  un  système  indéformable  est  lié  à  tii  autre 
corps  au  moyen  de  trois  barres  :  on  se  propose  de  trouver 
toutes  les  forces  qui  sollicitent  chacune  des  trois  barres  ou, 
ce  qui  revient  an  même,  de  déterminer  les  actions  qui  s'exer- 
cent sur  tous  les  nœuds  de  liaison. 

Telles  sont,  sommairement,  les  principales  questions  qai 
sont  traitées  dans  l'Appendice  et  qui  donnent  à  l'Ouvrage  un 
d'actualité  qui  ne  peut  qu'être  apprécié  par  les 
ic  tenir  au  courant  des  progrès  de  la 
I.,  itossiT. 
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COXPOSmOW  NATHÉKATIQIIB  POUR  LABMISSIOIV 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHiVIQl'E  E\  1885; 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 


l'a>'  les  deux  foyers  d'une  ellipse  fixe  on  fait 
passer  nue  circonférence  variable. 

1°  ^î  quelle  condition  doit,  satisfaire  cette  ellipse, 
pour  que  la  circonférence  puisse  réellement  In  rencon- 
trer en  quatre  points,  et  dans  quelle  portion  du  petit 
axe  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour  qu'il  j- 
ait  effectivement  quatre  points  réels  d'intersection? 

2°  En  chacun  des  points  d'intersection ,  on  mène 
les  tangentes  de  l'ellipse.  Ces  quatre  droites  forment 
un  t/uadrilatére.  Quel  est  le  lieu  des  sommets  de 
ce  quadrilatère  quand  le  cercle  varie? 

3"  Quel  est  le  Heu  de  l'intersection  des  cotés  de 
ce  quadrilatère  airec  ceux  d'un  autre  quadrilatère, 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre  de  l'el- 
lipse? 

4"  On  considère  les  tangentes  communes  an  ceivle 
et  à  l'ellipse.  Quel  est  le  lieu  de  leurs  points  de  contact 
avec  le  cercle  ? 

i"  Parmi  loult^s  les  ciitonréi-eiices  qui  passent  par 
les  deux  loyers  F,  V,  la  plus  piîlîle  est  celle  qui  a 
pour  diamètre  Vf.  L'ellipse  dout  le  petit  axe  est  égal 
à  FF'  «st  doubleuient  tangente  à  celte  circonférence  et 
remplît  la  condition  de  la  rencontiei' en  quatre  points 
rétfis  (confondus  deux  »  deux).  Cette  ellipse  ne  peut 
èire  rencontrée  en  (|uatre  points  réels  par  aucune  aulco 

^nn.  Je   .ilnlAr-mnl..  3"  S(tIp,  I.   [V  (Aoill  tSM5).  23 
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riiTourt-iiMiccpitssaiitparl'ctF';  ruats,  s!  le  pcLila»'  <:sl 
|iliis  [H-tit  ({uc  FF',  on  a  une  ellipse  salUrnisant  »  la 
oniidilioii  demaïKlée  :  cette  condition  est  donc  b<^c. 

Sup|>osons  qu'il  en  soit  ainsi.  Les  centres  tics  cît-eon- 
férenees  satisfaisant  à  la  condition  demandée  occupent 
la  portion  du  petit  axe  comprise  entre  les  centres  des 
ciiTonféreuces  qui  passent  respectivement  par  FF'  «l 
pur  l'une  des  extrémités  du  petit  axe.  Appelons  a  lu 
demi  grand  axe  de  l'ellipse.  Le  rayon  de  ces  cîrcon- 
l'ércnces  est  égal  à  -r  ■ 

Par  suite,  le  segment  demandé  du  petit  axe  est  égal  r 

■i"  Pour  résoudre  les  dernières  parties  de  la  c|ucstîon 
pr(>|>nsée,  nous  nous  appuierons  fur  celle  propriété  : 
D'un  point  d'une  circonfcrenca  i/ni  pasuf  par  F,  I"*,  on 
mène  des  tangentes  à  l'ellipse  :  las  angles  compris 
entre  ces  droites  ont  pour  hissecirices  les  droites  t/ui 
joignent  ce  point  aux  points  oit  la  circonférence  coupe 
le  petit  axa.  Si  l'on  prend  un  des  points  M  oit  la  circon- 
férence coupe  l'ellipse,  les  droites  MT,  MN  sont  l'une 
In  tangente,  l'autre  la  normale  à  l'clUpse  en  M. 

D'après  cela  les  tangentes  à  l'ellipse,  issues  de  N, 
toiK'lient  eetle  courbe  aux  points  M',  M"  où  elle  est 
coupée  par  la  circonférence  M  FF*.  Ces  tangentes  reucon- 
trentïM  aux  points  H,  H'  qui  décrivent  une  courbe  (  Il  ) 
lorsqu'on  déplace  M  sur  l'ellipse. 

Une  tangente  TiVI  donne  Heu  à  un  seul  point  N,  d'où 
parlent  deux  tangentes  à  l'ellipse.  11  y  a  alors  sur  TM 
deu^  points  du  lieu  (H).  11  n'y  a  que  ces  deux  points, 
puisque  deux  autres  tangentes  à  l'ellipse  ne  peuvent  se 
eonpcr  sur  la  tangente  TM.  La  courbe  (Il  ),  n'étant 
rencontrée  par  la  droite  T.\I  qtiV»  deux  points,  est  une 
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conique.  Cette  conique  a  évidemment  pour  axes  les  axes 
du  l 'ellipse. 

Prenons  la  circonférence  décrite  sur  FF'  comme 
diamètre  cl  appelons  C,  C  les  points  où  elle  coupe  le 
petit  axe.  Uea  tangentes  à  l'ellipA?,  issues  de  ces  points, 


lormcnt  un  parallélogramme.  Les  côtés  opposés  de  ce 
parallélograiniiie  donnent  des  points  à  l'inlini  sur(H); 
donc  :  La  conique  (H)  est  une  hyperbole.  Les  asym- 
ptotes de  celte  hyperbole  sont  les  parallèles  menées  du 
centre  O  aiix  côtés  de  ce  parallélogramme. 

Les  sommets  A,  A'  de  ce  parallélogramme,  situés 
sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  sont  les  sommets  de 
l'hyperbole  (H). 

La  portion  CA  de  la  tangente  à  l'ellipse,  issue  de  C 
et  comprise  entre  les  axes,  est  égale  à  la  demi-distance 
focale  de  (H). 

3"  Prenons  le  point  IV',  symétrique  de  N  par  rapport 
au  centre  O.  Les  tangentes  à  l'ellipse,  issues  de  N', 
encontrent  la  tangente  i\lT  aux  points  I,  l'qni  appar- 
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tÙMiiiiriil  à  la  courbe  dtiinandéc  dans  la  troisième  partie 
de  la  question.  Sur  TM,  il  n'y  a  que  ces  deux  points  de 
cette  courbe  :  donc  c'est  une  conique. 

Il  est  facile  de  voir  que  sur  l'une  des  tangentes  à  l'el- 
1  ipsc,  issue  de  C,  les  points  de  cette  conique  sont  C  et  le 
point  de  contact  de  cette  tangente,  c'cst-n-dirc  C  et 
l'un  des  points  où  l'ellipse  est  rcucontrée  par  la  cir- 
conférence CFC'F'.  La  conique  lieu  des  points  1  con- 
tient donc  C,  C  et  les  points  de  contact  des  tangentes 
à  l'ellipse  issues  de  ces  points.  Ces  six  points  appartien- 
nent à  la  circonférence  CFC'F';  donc  :  Le  lieu  <ie,% 
points  tels  que  1  est  la  circonférence  déa-ite  sur  FF' 
comme  diamètre. 

autrement.  —  Par  F,  F',  I  faisons  passeï'  une  cir- 
conférence et  appelons,  pour  le  moment,  O'  son  centre. 
Le»  droites  qui  joignent  1  aux  points  où  elle  coupe  la 
droite  BB'  sont  le.s  bissectrices  des  angles  formés  par  IM', 
IT  :  alors  (^ïxO'IN'  est  égal  au  carré  du  rayon  de 
celte  circonférence.  On  peut  écrire  alors 

(0T-HOO')<O^■-^-OO')=  ôt', 
ou,  en  développant. 

OTx  0.\'-(-00'(OT-i-()iN')+ÔO''=c«-hÔÔ''*. 
Mais 

OT  X  0X=  OT  X  ON  =  r». 

X^a  i-elalion  précédente  donne  alors 

00'(OT-(-ON')=o. 

Le  segment  ()0'  doit  donc  être  nul.  Ainsi  CV  se  con- 
fond avec  O,  etc. 

On  arrive  au  même  résultat  si  l'on  sup|>ose  C  au- 
dossus  du  grand  axe  de  l'ellipse. 

4"  La  polaire  dcJV,p.-ir  rap|>ort  à  l'ellipse,  est  la  per- 
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pL-iitliL-ulaire  M'C  abaissée  de  M'  sur  li;  [lolît  axe  BB'. 
I^cs  points  N,  B,  G',  B'  forment  alors  uiio  division  liar- 
nionique.  Mimons  de  ces  |>oints  di-s  perpendiculaires  au 
petit  axti.  Ces  droites  rcncoiiti'enl  la  tangente  P^M'aux' 
points  E,  M',  E'  et  alors  N,  E',  M',  B  forment  une  divi- 
sion harmonique.  Le  point  R  étant  le  milieu  de  EF/, 

BM'x  RN  =  RK*=  RË'. 
Mais 

RM'x  RN  =  RFx  RF'. 

RFxRF'='rk'=RË'' 

Par  suite,  E  et  E'  sont  les  points  où  KM'  est  toucliée 
par  des  circonférences  qui  passent  par  F  et  F',  c'est- 
à-dii-e  que  E  et  E'  sont  les  points  de  contact  d'une  tau- 
gcnlc  commune  à  ces  circonférences  et  à  l'ellipse. 

T.e  point  M'  étant  arbitraire,  on  voit  que  le  lieu  de- 
mandé dans  la  quatrième  partie  se  compose  des  tan- 
gentes BE,  B'E'  à  l'ellipse. 

y/ulrement.  —  JMenons  une  tangente  commune  à 
l'ellipse  et  à  une  circonférence  qui  passe  par  F,  F'. 
Soit  E  le  point  de  contact  de  cette  tangente  et  de  celte 
circonférence,  lie  ce  point  menons  l'autre  tangente  â 
l'ellipse.  Les  bissectrices  des  angles  compris  eiiti'e  ces 
deux  tangentes  sont  les  droites  qui  joignent  E  aux  points 
de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  le  petit  a\e.  11 
résulte  de  In  que  la  tangente  à  l'ellipse,  qui  n'est  pas 
tangente  à  la  circonférence,  doit  èti-e  perpendiculaire 
à  BB",  c'est-à-dire  qu'elle  est  la  tangente  en  li  ou  en  B'  à 
l'ellipse,  d'où,  etc. 

/temarifues.  —  i"  On  a 

OTxON  =  /■>. 
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Mais 

OT  X  OG  =  *>,     ON  X  OM'  =  h\ 
tlyiic 

OG  xOG'  =  ronst, 
Ainsi  : 

Le  proituit  des  ordonnées  des  points  de  renconlre 
de  l'ellipse  et  d'une  circonjérence  qui  passe  par  F. 
F'  est  coiutant,  quelle  que  soit  cette  circonférence. 

2°  Le  livu  des  points  tels  quu  I  ne  dépvndaitl  que  de 
la  disianci;  focale,  onpeul,  dans  la  troisièino  parti»  de 
l'énoncé,  substituer  n  l'ellipse  dounée  une  ellipse  qui  lui 
esllioinofocale. 

Ou  encore  l'on  peut  diit;  :  Si  l'on  prend  sur  le  petit 
axe  des  points  T,  N'  tels  ^«eOTxOJ\''=c',  les  points 
de  rencontre  tels  que  I  des  tangentes  à  l'ellipse  restent 
sur  la  circonférence  décrite  snr  FF'  comme  diamètre, 
lorsqu'on  fait  varier  l'ellipse  en  lui  conservant  F 
et  'F  conune foyers. 

3'  Si  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  qui 
passe  par  F,  F' on  mène  des  tangentes  à  l'ellipse,  ces 
di-oiles  coinpivnneiil  entre  elles  des  angles  dont  les  bis- 
sectrices passent  par  les  points  où  cette  circonférence 
coupe  le  |)etit  axe  de  l'ellipst-.  Par  suite,  ces  tangentes 
coupent  de  nouveau  cette  circonférence  en  des  points 
qui  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  petit  axe. 

Prenant  les  svinélriques  de  ces  tangentes  par  rapport 
au  petit  axe,  on  voit  que  l'on  peut  inscrire  à  la  circon- 
férence des  quadrilatères  qui  sont  en  même  temps  cir- 
conscrits à  l'ellipse.  Cette  dernière  propriété  m'a  été 
signalée  par  l'auteur  de  la  question  proposée  ;  il  en  avait 
déduit  l'énoncé  de  la  quatrième  partie  de  cette  question. 
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SIR  L'IXTBRPOLATIOIV  AU  MOYEN  DES  FONCTIONS  CIRCllAIRES  ; 

Pau  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA. 
Professeur  i  l'tinivereilé  de  Coimbra. 


1. 

Le  problème  de  la  déterrainaiioii  de  la  foiictioiiy^a.) 
(|Qt  reçoil  les  valeurs^,  ,j'j,  y„  .  . .  ,j„.  quand  on  doiiiiit 
à  la  variable  x  les  valeurs  n, ,  a-i,  a,,  .. .,  a„,  est  indé- 
lermîué.  Ou  y  peut  satisfaire  au  moven  d'une  fonction 
entière,  boinogène  de  sinx  et  cosx,  et  nous  avons  alors 
la  formule  (Cours  d'^4iialjse  de  M.  llennite) 
,,  .  .         sin(a-  — (i,)sin<J-  — Oa)...  sin(j;  — a„) 


sin(ai  — a,)sin 

(«,  —  «,)...  si 

n(a,-«„) 

'    sin(a,-a.) 

in(a,-aj)... 

!in(a,-a„ 

,Ji 

.      sin(:c-aO 

sm<:r-a,)... 

iMT  —  a„ 

,) 

ain(<i„-a,)sin(«„-a,)...sin(«„-a„_,)'"" 

Inversement, y"( sinx,  cosx)  étant  une  fonction  entière, 
boaiogène  du  degré  n —  i,  nous  avons  une  formule  dit 
décomposition  d'une  fraction  en  des  fractious  simples, 
à  savoir 

/(sina:,  ca^x) 

sin(a^~rt,)siii(x  — a,)...  f,\n(x-a„) 

^ /(sma..cos«.) ■ 

sin(a,-«,)sin(n,-a,)...sin(a,  — a„)  siQ(j--a,) 

^ /Isina,,  cisa,) i 

sin(a,— a,)sin(n,  — di)...  siiHa,— «„)  fiin(j-— o,) 


Nous  allons  considérer,   dans  cette  IN'olc,  le  cas  où 
i|Uol(]iics-uiicsdL's  quantités  n,,  a^.  .  .  .  sont  égales,  [tour 
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clicrchvr  la  formule  de  décomiiosttiDii  et  )a  formule  coi^ 
respoadante  d'interpolation. 


II. 

Kn  supposant  premièrement  a,  ^  n-j  el  eu  détermi- 
nant la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  formule 
précédente  par  le  chemin  qu'on  a  l'habitude  de  suivre 
dans  les  questions  de  cette  nature,  c'est-à-dire  en  posant 
a]=  a, +  <>>)  on  aie  résultat 


\o(x  —  a,  —  (o)sin(j: 


in(a,~«,)sin(ii3  — a,~io)... 


sin((i,  — Oi)sin(a,  — fli).. 
et,  par  conséquent, 

F(a,)  = 


/(^t) 


info»— a3>sin(ai— <»()... 

et  où  l'on  représcnte/{sinx,  cosx)  pary{x). 

Cette  formule  donne,  en  la  développant  suivant  les 
puissances  de  u  et  en  y  posant  ensuite  ti>  :=  u, 

7=  cos(x-at)a\a{x  —  a3),..tia(3!-a,)f(a,) 

-h  sin(i—  ai)sin(x  —  ai)...  sin(a:^  a„)  F'(a,) 


Cette  formule  détermine  la  fonction  y(x},  étant  données 
les  quantités /(<i,),/'{o,),/(  «,),/(  «s)-  ••■■ 
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Cela  posé,  nous  allons  considérer  le  cas  général.  Soit 


/..)-  2 


in(:r-«,)s'n(ï--«i)---Sin(-^-a/)1 
Xsi..(^-«,-.,)...8ii.(a--«„)        J 


""'    L         xsin(a*— a/-^,)...  sin(<n— a„)        J 
^^^     r»in(ar-«,)'in(*-«i)--- »i"(^- «')•■■ 

,     y    i X^\^(:r-a„) 

^    rïin(<i(:-a,)»'n(a*-a«)...  siiHat— a,).. 
'-■■^'L  xsîn(at-a„) 

posant 


""*'-sin(a*-a,^,)sin(<i*-af^,)... 
Si  l'on  fait  maintenanL 

at=a,+  (k  —  i)u),     ■...,     df  =  a,  +  (i  — i)w, 
la  première  ligne  de  /{x),    que  nous  appellerons  P, 
prend  la  forme 

r.in(.-a,).in(.-.,-.)...T 
,.,  X.in(i-a,-(i-,).,)... 

°i:/-''-'-r,r.(7i'',p,'(t-.„,  -,-iF[a,^(t-,)-i. 

L     X  .ia(.-<-)» 

Donc  la  limîu:  de  P  correspondant  à  u  ^  o,  que  nom 
appellerons  A,  sera  le  coellioient  de  o)'"'  dans  le  dévc- 
loppeinenl  dePx<j'~'  en  série,  c'est-à-dire 


=5:<->'- 


[sin(jr— o,>siiHa!  — a,  — co)...l 
xsin(»-<.,-(,-i)»)™i-'  I 
xF(»,  +  (<:-i)..)  J 

-.i.(i-i)«..in(*-,)»...        l 

.     x.i.(.^t)(.  J     1 


in(a--o„,)...siii(J--»,). 
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On  doit  remarquer  que,  dans  celte  expression,  uu  ite 
doit  pas  écrire  siii(j:  —  a,)  quand  A  ^  i;  on  ne  doit  pas 
écrire  siii{jr  —  a,  —  w)  cjuand  /f  =  a,  etc. 

Pourobtenir  A,  nous  employons  la  foruiule  de  Leil>- 
nitz,  et  nous  avons 

f^     y,     ,,,-.     ■in(^-.,) 
*     ji*     ''      (i_,)!(y_J)! 

X     siii(a:-<i,  — <i>)-4-?iii(3:  — a,  — 2<u)-t-,.. 


(■•-*)»i 


r(o 


*=2;<->"(T=:iTi  ""<"'-■>""<' 


Xsin/af  —  (ïi-t-a-|...sin|a^  —  a,  +  l-j 

„(t-.)-iF.i(o,)r  (*-■)»  iw     r  (■--*)■  T 

où  a,  p,  ...,).,  u,  ;>,  y,  . . . ,  711  représentent  toutes  les 
solntioni  entières  positives  de  l'équation 

*-+-p-H...-l-X  -f-M+/H-5'+...+  m  =  1  —  1. 
D'un  autre  côté,  nous  avons 

tjuaiid  /)  ost  un  nombre  pair,  et 
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(juand/;  L'Sl  un  nombre  impair,  en  représcMtaiil|»ailtp_, 
les  nombres  de  Bernoulli.  Donc 


X  =  (-.)--?+----* 

..  a'-'(t-.)!(A-.)"-'.i«.aP...(t-.)XB^.B^-,...B^-, 

{i-k)ioi'.?\...V.  u\  pi  q '....,»] 
X(*-iV(/:-a)v...i.i...((-A)« 
X  (rP-'-  i)(r7-'-  I)..  .(r«-'-  1)  F'-'(«.). 

en  donnant  à  a,  ^,  Yi  •  •  ■  )  ^i  "i  /^i  ?>  . . . ,  m,  A'  toulcs 
les  valeurs  entières  et  positives  qui  vérifient  l'éijuatioii 

ï-h  3+...+ X-t-«-t-/n-î +...-)-»«  =  *  —  i, 
où  k  ne  peut  pas  être  supérieur  à  ï,  ut  où  ;»,  f ,  .  ■ . ,  m 
doivent  être  des  nombres  pairs. 

En  appelant  M  la  limite  correspondant  »  u  =  o  <le  la 
deuxième  partie  de  l'espression  àej'(x)f  on  peut  écrire 

„  „    Y    '^ig<( J^  -  «1  )  sin(g  -  a/.^,). .  ■  sin(a;  -  a„) 

En  substituant  les  expressions  de  A  et  B  que  nous 
'  venons  d'obtenir  dans  la  formule 

/(^)=A  +  B, 
011  a  la  fonction  y(x)  qui  prend  les  valeurs  données 

/<«,),/'(«,), /'(a,).  ■■■./'"(«,), 

/(a,^,  ),/(«/+>) /(<•»)■ 

Avec  nu  simple  cliangement  de  notation,  en  supposant 
que  les  fondions  données  sont 

/(a),  f'(a),r{a).   ...,/^'>(a). 
/(O,). /il»). /(!>,) /(é„>. 
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on  a 

A=^,X.i„(x-„).i„(.-.  +  >^)... 

xnn(a--a  +  lî).iD(i-4,)--.!in(i-«.), 

En  posant 

6,=  ft,-l-w,     6,=  i,-*-a<o,     ...,     b,=  b,-t-{j-i)m 
dans  les  formules  précédentes,  on  trouve  la  formule  qui 
correspond  au  cas  où  soutdonnées  les  valeurs  suivantes  : 

/{a),       fia),      f(a),       ...,/<'K'^), 

/(t.).     /-(M),    /'(6,) /'^'(A.), 

/(*;+.)>  /(6/*i),  /(fty^j).  .-.>/(*«)■ 
Considérons  maintenant  le  cas  général.  Si  l'on  donne 
les  valeurs  suivantes  : 

/(«)./'(«)./•'«) /'«(«). 

nn nb), /'(b),  ...,/^j>(i>). 

/(e),  fie),  fie),    ...,/■«'(«), 
et  si  l'on  cherche  la  fonction  f(x),  on  peut  employer 
la  formule  suivante 

/(a-)  =  A  +  B-^-G-H  .... 
où 

X  sin(x  — a-i-X- jsin/(a?  — é)sin'(x  — c)...  sin"'{j?  — e 
B=2x,.ini(i-<.).ln(«_i).in  (:.-*  +  .;)... 

X.in(j:-cH-X:)....in-(x-e), 
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l't  OÙ  les  quanlités  X,,  X^,  . . .  dérivent  de  X  par  k' 
cliangemcnt  de  i  en  y  et  de  F[a)  en  F,[b)  pour  X,,  ei 
de  I  en  ielde  F((ï)  eaFî(c)  pour  Xj,  etc.,  étant 


/(«) 

'^'°'       .in/(o-6).i. 

Ha-c)... 

sin^la-e)' 

"'"'       .i..,6-»)..'n 

'(6-0)... 

in-(6-,)' 

Ainsi  tes  quantilés  a.,  p,  . . .  ^  X^  u,  p,  . . , ,  m,  k  repré- 
sentent les  solutions  de  l'équation 

x-V-^-^...-i-  X- H- M  H- /j  + 5 -+-..■.  + m  =  *■— r, 

A  étant  inférieur  à  i  +  i  en  X,  ny+  i  en  X|,  à  /+  i 
enX,,otc. 

Hous  devons  remarquer  qu'en  A  ou  ne  doit  pas  écrire 
sin(x  —  a)  dans  le  terme  correspondant  à  A'^i,  on 
ne  doit  pas  écrire  sin(x  —  n  +  a  -  j  dans  le  terme  cor- 
respondant à  À=:  a,  etc.  La  même  eliose  arrive  en  B, 
C,  . . .  relativement  h  h,c,  .... 

IVous  devons  encore  remarquer  que  le  nombre  des 
quantités  a,  ^,  . .  . ,  X  est  i  —  i  en  A,  mais  que,  quand 
A=a,  manque  P;  quand  A  =:  3,  manque  y,  etc.  On 
doit  faire  la  même  observation  à  l'égard  de  B,  C,  ....  I.e 
nombre  des  quantités  ;>,  y,  . . . ,  m  est  i  —  i . 

b^ufin,  quand  quelqu'une  des  quantités  a,  p,  ...,/}, 
<l,  . . .,  k  —  I ,  i  —  k,  u  est  nulle,  !e  facteur  correspon- 
dant ne  doit  pas  exister  dans  la  formule. 

Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  résolvent  la 
question  d'interpolation  proposée,  c'est-à-dire  qu'elles 
déterminent  une  fonction  circulaire,  qui  prend,  elle  et 
ses  dérivées,  des  valeurs  données.  Nous  allons  donc  con- 
sidérer maintenant  la  décomposition  de  la  fraction  cor- 
respondante. 
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m. 

SohJ'{s'inj:,  cosx)  une  ibnction  entière,  homogène  du 
degré  i-i-j  -f-l +  .  ■■-hm  —  i .  La  formule  de  décom- 
[wsition  qui  résulte  de  la  formule  [irécëdente  est 

sm'(3.-<ï)9in^(a.-c)...sii.-(^-e) 

Al  \xCOl(x--a)  Xicov-^r  —  a) 

B,  BiCoi(3r-&)  BjcolJ-i(x  —  b) 


et  nous  connaissons  les  coefficients  A|,Â],  A),  ...,Bit 
n, 

Nous  allons  indiquer  rapidement  deux  autres  inétiiodes 
pour  trouver  les  coefilcieuts  précédents,  analogues  a 
celles  employées  dans  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles. 

En  posant 

<p(T)  =  sin/(x  -  b)  sin'(a:  -  c). . .  sin«(r  -  e), 
nous  avons 

Au 


=  A,.in-(^_n) 


+  A,COl(»— 0)!UlM(l-0)+... 

+  A,CM'-i(»-«)  +  Kcos'(«-o). 
Cent:  formule  lionne 

*'-  ?(«) 

Kn  la  difTérciitiaiit,  on  trouve  le  résultat 

^£> =,.--,)A,.ln"(»-»)co.(,-a)+... 

+  A,.,co.i-i(»_a) 

+  (i-i)A,r(»'-'(r-n)siii(j— <■)+.... 
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ijiii  (Imiiu: 


?(«) 


Delà  mémo  maniùroun  trouve  les  autres  cuc-fQ  ci  en  ts  en 
l'ontïnuaiit  les  dîiTéieiiti allons. 

On  l>eut  aussi  calculer  les  coellicienL»  A,,  A^,  ...  an 
moyen  des  équations  qu'on  obtient  en  égalant  les  coeffi- 
cients (1rs  mêmes  puissances  de  h  dans  l'ideulité  sui- 


=  CA,Bin'-'A-4-A, 

osA  sin'- 

(«)  +  . 

■J 

Aic 

lui  donne 

/(. 
/'(■ 

noico.o) 

=  A,_, ,( 

i)  +  A 

?' 

a). 

Les  formules  précédentes  appliquées  au  Calcul  intégral 
donnent  une  formule  de  réduction  d'intégrales. 

Kn  effet,  au  moyen  de  ces  formules,  on  réduit  l'inté- 
gration des  fractions 

/'(sinx,  cosx)  étant  une  fonction  entière,  Iiomogùne  du 
degré  i-f-y'-H. . .-(-'«  —  ii  à  l'intégration  des  fonctions 
de  la  forme 

qui  sont  le  sujet  des  formules  de  réduction  qu'on  trouve 
dans  tous  les  Traités  de  Calcul  intégral. 

On  peut  encore  employer,  pour  l'intégration  de  cette 
fraction,  la  formule 
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\OTE  SUR  LA  SVMÊDIANE  ('); 

Par  m.  Maurice  u'OCAGNE, 
des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  Je  ferai,  (]ans  eu  qui  suit,  usage  de  deux  déCnîtions 
pi-oposees  par  M,  Keubcrg 

i"  Etant  donné  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle, 
on  joint  ce  point  aux  trois  summtsts  du  Iriaugle  et  l'on 
prend  les  symétrit[u<.'s  des  droites  ainsi  menées  par  rap- 
port aux  bissectrices  corrt;s|>ondantes  des  angles  du 
triangle.  Les  trois  droites  ainsi  construites  concourent 
eu  un  m6me  point  qui  est  dit  transformé  isogonal  du 
premier  par  rapport  au  triangle  considéré. 

II  est  bien  évident  que  ce  genre  de  corrélation  entre 
deux  points  est  réciproque. 

Ainsi,  l'orlliuceutre  (point  de  rencontre  des  hauteurs) 
et  le  centi-c  du  cercle  circonscrit  sont  conjugués  isogo- 
naiix;  de  même,  le  centre  de  gravité  et  le  centre  des 
symédianes,  ou  point  de  Lemoine. 

Par  conséquent,  toute  propriété  générale  de  la  trans- 
formation îsogonale  conduira  à  une  propriété  du  centre 
des  symédiancs. 

Exe„,l>lc.  : 

Si  une  conique  esi  inscrite  dans  un  triangle,  ses 
foyers  sont  conjugués  isogonaux  par  rapport  à  ce 
triangle. 

La  propriété  qui  résulte  de  là  pour  le  centre  des 
syinédianes  a  été  signalée  par  M.  E.  Lemoine  (*). 

(')  XaiT  fl/oiivelia  Annalfs,  3*  strif,  l.  If,  |i.  '(So,  et  t.  Itt,  p.  î->- 
(')   l'oi'r  notre  ilpMhïème  Noie,  p.  17. 
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Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  deux 
points,  conjugués  isogonaiix  par  rapport  à  un  trian- 
gle, sur  les  côtés  de  ce  triangle,  sont  sur  un  cercle 
t/ui  a  pour  centre  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare 
ces  deux  points. 

La  précédonte  projirivlé  a  donc  lîcu  d'une  part  pdUi' 
le  centre  de  gravité  et  le  centre  des  symédiancs,  de 
l'autre,  pour  l'ortliocenlre  et  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit; dans  ce  second  cas,  le  cercle  n'est  autre  que  le 
cercle  des  neuf  points. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  est  son  propre  conjugué 
isogonal .  Tout  point  du  cercle  circonscrit  a  son  conj  iigué 
isogonal  à  l'infini,  d'où  résulte  qu'u ne  conique  inscrite 
dans  un  triangle  et  ajant  un  foyer  sur  le  cercle  circon- 
scrit à  ce  triangle  ne  peut  être  qu  'une  parabole. 

La  méthode  fort  élégante  par  laquelle  M.  AsLor(')a 
déduit  les  propriétés  des  conrbcs  nntcursales  du  qua- 
trième ordre  de  celles  des  coniques  est  une  transfor- 
mation îsogonale. 

2.  Voici  maintenant  la  seconde  définition  de  M.  Neu- 
herg  : 

a"  Étant  donné  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle, 
on  joint  ce  point  aux  trois  soniinets  du  iriangle;  les 
droites  ainsi  menées  déterminent  sur  les  côtés  du  trian- 
gle trois  points  dont  on  prend  les  symétriques  par  rap- 
port aux  milieux  des  côtés  corresi>onda)its;  on  joint 
enfin  ces  trois  nouveaux  points  aux  sommets  opposés; 
les  trois  droites  ainsi  obtenues  concourent  en  un  même 
point  qui  est  dît  transformé  isotomique  du  premier  par 
rapport  au  triangle  considéré. 


(')  Xouvcltc)  Annale),  3*  scrie,  l.  III,  p.  il 
Ja«.  de  Malhtmnl..  V  vrli-,  I    IV  (Août  l8: 
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Coininv  II-  {>t%i-édeii I ,  cti  gt^iiii;  île  coiréJaLiuii  est 
réciprocjue. 

Le  ceuLre  du  cercle  iûscrît  a  pour  conjugué  isoto- 
iiii<iiie  k-  point  que  nous  avons  appelé  ailleurs  Je  centre 
des  anti-hissectiices  (•}.  Le  ceirtre  de  gravité  est  son 
propre  conjugué  isotomique. 

Grâce  à  cette  définition,  nous  pourrons  énoncer  très 
simplement  le  llicorèmc  suivant,  qui  vient  de  nous  être 
communiqué  (')  par  M.  R.  Tucker,  de  Ij^ndres  ; 

Le  conjugué  isotomique  de  V orthocentre  d'un  Irian- 
f^le  est  le  centre  des  sj-inéd innés  du  triangle  formé 
par  les  parallèles  aux  cotés  de  ce  triangle,  menées 
respect ii-ement  par  ses  trois  sommets. 

M.  Tucker  a  eu  outre  remarqué  que,  sï  l'on  considère 
une  série  de  triangles  insciits  les  uns  daus  les  aulres  et 
lels  que  les  sommets  de  eltacun  d'eux  soient  les  milieux 
des  cotés  de  celui  qui  le  précède,  c'est-à-dire  tels  que 
le  centre  des  symédianes  de  cliacuit  d'eux  dérive  de 
l'orthocentre  de  celui  qui  lui  est  inscrit,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  dans  le  théorème  précédent,  les  centres  des  sjmé- 
dianes  de  tous  ces  triangles  sont  en  ligne  droite. 

D'ailleurs  la  limite  de  ces  triangles  est  un  point  qui 
est  leur  centre  de  gravité  commun  j  donc,  l'axe  gui 
contient  les  centres  des  symédianes  de  tous  ces  triangles 
passe  par  leur  centre  de  gravité  commun. 

Nous  pourrons  encore  énoncer  ainsi  ce  résultai  : 

Le  centre  de  gravité,  le  centre  des  symédianes  et  le 
conjugué  isotomique  de  l'orthocentre  d'un  triangle 
sont  en  ligne  droite. 


{•)  Journal  de  .ifatlieniatii/ne)  élémenlaires,  t.  IV,  p.  iSH, 
(')  Lii  rcil.inion  i\e  rcue  \o\e  rrmonre  nu  mois  dp  mai  iPtiJ. 
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3.  Suit  R  U1I  point  douiié  dans  le  [>Iau  d'un  Iriangle 
Ai)C.  Menons  parle  poiuiK  une  droite  A'B'C  coupaut 
le  oôLé  OC  au  point  A',  le  côté  AC  au  point  B'  el  le 
côté  AB  au  point  C.  II  existe  sur  la  droite  ainsi  menée 
deux  points  M  et  M,,  centres  des  moyennes  harmo- 
niques du  second  ordre  des  points  A',B',C',  par  rapport 
à  l'origine  K. 

On  sait  que,  lorsqu'on  l'ait  pivoter  la  droite  A'B'C 
autour  du  point  K,  les  points  M  et  M|  se  déplacent  sur 
une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC,  et  qui  est 
dite  polaire  conique  du  point  K,  par  rapport  au  triangle 
ABC. 

On  sait  en  outre  qu'en  chaque  sommet  la  tangente  à 
cette  conique  est  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
qui  joint  ce  sommet  au  point  K,  par  rapport  aux  côtés 
adjacents. 

Dès  lors,  si  le  point  K  se  conrund  avec  le  centre  des 
syniédîanes,  on  voit,  d'après  un  théorème  énoncé  dans 
notre  deuxième  Note  sur  la  symédtane,que  les  tangentes 
;i  la  polaire  conique  du  point  K  aux  points  A.B^C  se 
confondent  avec  les  tangente.s  au  cercle  circonscrit. 
Cette  polaire  conique,  ayant  en  commun  avec  ce  cercle 
trois  points  et  les  tangentes  eu  ces  points,  se  confond 
avec  lui;  par  suite  : 

L(i  polaire  conii/tie  du  point  de  Lemoiue  d'un 
triangle  par  rapport  à  ce  triangle  est  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle. 

Or,  d'après  une  propriété  bien  comme,  si  le  puJtit  M 
est  centre  des  moyennes  harmoniques  du  scrond 
ordie  des  points  A',  B',  C,  par  rapport  à  l'origine  K,  ce 
point  K  est  centre  des  moyennes  harmoniques  du  pre- 
mier ordre  des  [Ktînls  A',  If,  C,  par  rapport  à  l'ori- 
gine M. 
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Uu  là  ce  théorème  : 

■Si  l'on  prend  sur  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
AlîC  un  pointM<}uelconque,  et  si  l'on  joint  ce  point  M 
au  point  de  Lemoine  K  du  triangle  ABC,  la  droite  MK 
coupant  les  côtés  du  triangle  aux  points  A',  B',  C,  le 
point  K  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  A',  B',  C  par  rapport  à  l'origine  M. 

C'est-à-dire  que  l'on  a,  en  tenant  compte  des  signes, 


4.  Nous  rappellerons  maintenant  un  théorème  que 
nous  avons  démontré  dans  les  Nouvelles  jlnnales 
(  3*  série,  t.  Il,  p.  256}  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

Une  corde  AR  d' une  courbe  quelconque  est  vue  d'un 
point  fixe  O  sous  un  angle  constant.  Si  la  corde  AB 
touche  son  enveloppe  nu  point  E,  et  si  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  A  ef  B  je  coupent  en  T,  les 
droites  OT  et  OE  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  l'angle  AOB. 

Si  la  courbe  considérée  est  une  conique  et  si  le  point 
O  est  son  centre,  la  droite  OT  passe  par  le  milieu  de  AB; 
par  suite  la  droite  OE  est  symédiaue  du  triangle  AOB, 
«■t  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  une  corde  AB  d 'une  conique  est  vue  du  centre  O 
de  cette  conique  sous  un  angle  constant,  on  a  te  point  E 
oit  cette  corda  touche  son  enveloppe,  en  prenant  la 
symédiane  OE  du  triangle  AOB. 

Lorsque  l'angle  AOB  est  droit,  la  symédianu  OE  est 
perpundi  cul  aire  sur  AB.  Des  lors,  toutes  les  normales  h 
l'enveloppe  àf  AH  passant  par  If  point  O,  relte  envc- 
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loppe  est  un  cercle  de  centre  O.  On  retrouve  ainsi  un 
théorème  bien  connu. 

5.  Prenons  une  conique  rapportée  à  ses  deux  dia- 
mètres conjugués  égaux  (Ox  et  0_y), 

j:»-4-^»  =  o'. 

La  polaire  d'un  point  P  (a,  P),  par  rapport  à  cette 
conique,  a  pour  équation 

ax  -h  ^y  =  a*. 
Cette  droite  coupant  Ox  en  A,  Oy  en  B,  o»  a 

Si  PH  et  PK  sont  les  distances  respectives  du  poînl  P 
a  Ox  ei  ii  Oj^,  on  a,  0  étant  l'angle  des  axes, 

Pli  =  [Isine,     PK  =  isind; 
par  suite, 

PH  _  p  _  OA 
FK  **  ï  "  OB' 
ce  qui  montre  ('}  que  la  droite  OP  est  symédianc  du 
triangle  OÂB.  Donc  : 

La  droite  qui  Joint  un  point  quelconque  au  centre 
d'une  conique  est  sjmédiane  du  triangle  formé  par  la 
polaire  de  ce  point,  relativement  à  cette  conique,  avec 
les  deux  diamètres  conjugués  égaux  de  la  conique. 

6.  Si  les  points  A  et  B  ont  respectivement  pour  in- 
verses par  rapport  au  point  O  les  points  A'  et  B',  les 
droites  AB  et  À'B'  sont  anti|iarallèles,  par  rapport  à 
l'angle  AOB;  par  suite,  la  médiane  du  triangle  OAB, 
issue  de  O,  se  confond  avec  la  sjmédiane  du  triangle 
OA'B'  et  vice  versa. 

(I)  Voir  SoimlUi  Aiiiiahi,  >  s.jii>'.  l.  II.  p.  \bt.  xhiuriim  11. 
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Cutte  reinar(|ue  permet  d'obtenir,  parla  mélUoded'iu- 
vei-sion,  des  propriétés  de  la  syinédiane. 

Par  exemple,  l'exercicelV  (3*  série,  t.  II,  p.  463)  de 
notre  première  Note  sur  la  symédiatie  conduit  à  la  pro- 
'    priété  suivante  : 

Las  cercles  décrits  sur  AB  et  sur  AC  comme  cordes,  et 
ayant  respectivement  en  B  et  en  G  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  symédiane  du  triangle  fiBC,  issue  de  A,  se 
coupent  sur  la  médiane  issue  du  même  sommet. 

Autre  exemple  : 

Prenons  sur  les  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  les 
poiuts  lî'  et  C  inverses  respectivement  de  B  etde  C,  par 
rapport  à  A.  La  symédiane  du  triangle  ABC,  issue 
de  A,  passe,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  par  le  mi- 
lieu M'  de  B'C.  Par  B'  menons  une  parallèle  à  AC, 
par  C  une  parallèle  ;'i  AB;  ces  droites  se  coupent  en  D* 
sur  AM'  et  l'on  a 

/VD'=aAM'. 

L'inverse  de  la  droite  B'D'  est  le  cercle  qui  passe  par 
A  et  B  et  qui  est  tangent  en  A  à  AC  ;  l'inverse  de  C  D' 
est  le  curcle  qni  passe  par  A  et  C  et  qui  est  tangent  en 
A  à  AB.  Ces  deux  cercles  se  coupent  en  D,  point  inverse 
de  ly,  par  rapport  à  A  ;  ce  point  se  trouve,  par  suite,  sur 
la  droite  AM'iy  symédiane  de  ABC.  SoitM  le  point  {in- 
verse de  M')  où  cette  droite  coupe  le  cercle  circonscrit 
à  ABC.Puisque  AD'=  2  AM',  il  en  résultequeAD  =  — • 
De  là  ces  théorèmes  : 

1  "  Le  cercle  passant  par  les  sommets  A  cz  B  e(  tan- 
gent en  A  au  côté  AC,  et  le  cercle  passant  par  les  som- 
mets A  et  C  et  tangent  en  A  au  côté  AB,  se  coupent 
en  D  sur  la  symédiane  issue  de  A . 
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2"  Si  cette  symediane  coupe  en  M  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC,  le  point  I)  est  le  milieu  de  AIM. 

On  sait,  d'ailleurs,  c)u<!  le  point  M  est  le  centre  liar- 
iiioniquc  des  points  B  et  C  relativuiii«nt  au  point  A,  vX 
ijue  lus  tangentes  au  cercle  circonscrit  à  ABC  eu  A  el 
en  M  se  coupent  sur  BC 

On  voit,  par  les  exemptes  précéilems,  les  services  ijue 
peut  rendre  la  méiUode  d'inversion  pour  trourer  de 
nouvelles  propriétés  de  la  syiaédiaiie. 

7.  Nous  énoncerons  eniin  le  tliéorémc  suivant  facile 
à  démontrer  : 

Prenant  sur  le  côté  BC  les  points  II  et  I  tels  que  A  11 
soit  parallèle  à  la  tangente  en  B  au  cercle  circonscrit 
à  ABC,  et  que  AI  soit  parallèle  à  la  tangente  en  l^  à  ce 
cercle,  si  par  le  point  H  on  tire  une  parallèle  A  AB,  et 
par  le  point  I  une  parallèle  à  AC,  les  droites  ainsi  me- 
nées se  coupent  sur  la  symediane  issue  de  A. 


SCOLIES  POUR  UN  THÉORÈME  DE  FfiUVAT; 

Par  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 

Théobèhe.  —  Si  le  nombre pf  compris  dans  lajorme 
linéaire  4  î  +  ' ,  ^st  premier,  ou  composé  de  facteurs 
premiers   de   cette  forme,  p  est  la  somme   de  deux 

Dans  la  démonstration  (gn'il  a  donnée,  le  premier,  de 
cet  admirable  théorème  de  l'ermat  ( <  ),  Ktilei  a  signali! 

(')  Voir  \t%Nouoeatu;  Commentaires  de  Pétenbourg,  t.  IV,  p.  3, 

•■I  t.  V,  p.  3. 
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L'C  corollaire,  (jue  :  /'  étant  comme  il  vient  d'être  dit, 
te  nombre  q  =  ^        est  la  somme  de  deux  nombres 
triangulaires  (dont  l'un  peut  être  nul). 

En  cQet,  dit  Euler,  le  double  de  p  est  la  somme  de 
deux  L-arrés  impairs,  et  l'on  peut  poser 

te  qui  donne 

A  ces  iinporlantes  propositions  de  Fermât  et  d'Euler 
on  peut  ajouter  les  reinai'qucs  suivantes,  qui  leur  servent 
de  complément. 

1°  Un  nombre  donné  p  =  ^q  -t-  i  étant  la  somme  de 
deux  carrés  x*,j-',  ou  peut  poser,  en  nombres  entiers 
a,  b,  Xy  y^ 

et  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  indélcrminée 
seront  fournies  par  l'identité 

(.  +  i*,).+(.-6).-4(2!i:î  +  5!±_»)^,, 

c'est-à-dire 

(a -H  6 -(- i)'-H(a  -  i)>  =  a  (a*  +  a -I- é»+ ft) -1- I, 
en  attribuant  à  a  et  6  des  valeurs  convenables  (à  savoir, 
des  valeurs  entières  telles  que  le  second  memLre  de 
l'égalité  se  réduise  à  la  valeur  dc;>}. 

La  détermination  des  deux  carrés  en  lesquels  se 
décompose  p  se  trouve  ainsi  ramenée,  d'une  manière 
directe,  à  la  détermination  des  deux  nombres  trian- 
gulaires en  lesquels  se  décompose  q. 

Il  est  facile  de  voir  <ju('  rela  a  lieu  lors  même  que  /' 
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rvufunucrail  dus  facluurs  pieiiiiurs  du  la  Ibniiv  4'/  +  3, 
pourvu  (jue  chaquo  facteur  du  cette  espèce  soit  élevé  à 
une  puissance  paire,  et  que  p  renferme  au  moins  un 
facteur  premier  4?  -I-  i  plus  grand  que  l'uniié.  En  ce 
cas,  jr  etj^  ne  seront  plus  premiers  entre  eux. 

Pour  />  =  45  =  3'.  5,  par  exemple,  on  a,  en  prenant 
n  =  4,  i  =  i, 

6'+3'  =  4(io-i-i)-t-i  =  4ï. 

3°  Si  un  nombre  donné  p,  impair,  ou  double  d'un 
impair,  est  dëcomposable  en  deux  carrés  premiers  entre 
eux,  en  sorte  que  l'on  ait 

les  racines  jr,  _^des  carrés  composants  seront  exprimées 
par  le  système  de  formules 


m  et  n  «tant  deux  entiers  convenablement  déterminés. 
Prenant,  pour  lixcr  les  idées,  les  valeurs  de  x,j',  m, 
n  avec  le  signe  positif,  on  énonce  ce  résultat  avec  plus 
de  précision  en  disant  que,  dans  les'  circonstances  indi- 
(\aéf:s,laracinex1>  ^  est  égale  au  nombre  p,  diminué  de 
la  somme  de  deua:  nombres  triangulaires,  et  la  racine jr 
est  égale  au  même  nombre  p,  diminué  de  la  somme  de 
deux  nombres  triangulaires,  dont  l'un  est  égal  au  plus 
grand  des  triangulaires  précédents,  et  l'autre  est  consé- 
cutif à  l'autre  triangulaire  précédent.  A  quoi  il  y  a 
lieu  d'ajouter  que  les  nombres  m,  n  sont  tous  deux 
impairs,  ou  tous  deux-  pairs,  selon  que  p  est  lui- 
ménie  impair,  ou  le  double  d 'un  impair. 
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Exemples  : 

p-  i: 

j  ».  -  5. 

1  .c^    5—1 

;  3+    oj  =  -i, 

;  3+  i).ii 

p  =  lo; 

1  m  =  4, 

1    /=IO-( 

6+  i)  =  3, 
;  6+   3)  =  ,; 

1  m  =  5, 

l^=.J-( 

.o+   o)=3, 

^  —  i3; 

1  «=  ■; 

ir=.3-( 

IO+    .)  =  i; 

/•  =  '?; 

1  ».  =  5, 

1":'-! 

/.  =  as; 

i    „—  j. 

jx  =  .5-( 
1  j-  =  j5-( 

11+  o)  =  4, 
11+    i)  =  3; 

,  =  a6i 

t   »  =  4i 

1    I=26-( 

i5+  6)  =  5, 
15  +  10)=  i; 

3°  Soït/>un  nombre  impair  résultant  do  l'addition  de 
dt^ux  carrés  X*,   y^-,  premiers  entre  eux. 
On  aura,  eu  ajoutant  ax'  à  la  valeur  de  f>^ 

OÙ  le  second  membre,  en  y  supposant  r  premier  avec  3, 
représente  un  nombre  appartenant  à  la  forme  linéaire 
t)u  +  i.  Cela  résulte  d'un  autre  théorème  de  Fermati 
démontré  par  Euler.  La  supposition  de  _^  premier  avec 
3  n'a  ici  rien  d'arbitraire,  vu  que,  x  et  y  n'ayant  pas 
de  facteur  commun,  l'un  de  ces  nombres  peut  toujours 
être  supposé  premier  avec  un  nombre  premier  donné. 
Nous  pouvons  donc  poser 

/t-+-3a:'=  6u  +  i, 
c'est-à-dire 

:r'=3«-i(/>-0. 

et  nous  conclurons  de  là  ce  corollaire,  cjue  :  selon  i/ue 
le  nombre  considéré  p,  diminué  de  l'unité,  est  ou  n'est 
pas  divisible  par  3,  l'un  des  carrés  en  lesquels  se 
décompose  p  est  ou  n'est  pas  divisible  par  (). 
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L'utilité  du  cette  proposition  est  évidente,  lorscjii'uii 
se  propose  de  déterminer,  par  des  essais  successifs,  les 
deux  carrés  dont  la  somme  doit  former  le  nombre  con- 
sidéré. 

4°  Il  est  visible  que  des  remarques  analogues  à  la 
précédente  s'appliqueront  utilement,  en  certains  cas,  à 
des  nombres  que  l'on  sait  être  décomposables  en  cariés 
selon  des  formes  quadratiques  autres  que  celle  dont  il 
vient  d'èlre  question. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  satisfaire  à  l'équatiou 
indéterminée 

par  des  valeurs  de  x  et^  premières  entre  elles,  p  étaut 
un  nombre  donné,  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  de 
la  forme  87  4- 1.  L'équation  est  toujours  possible, 
comme  on  sait,  et  jr  sera  nécessaire  meut  un  nombre 
impair,  x  un  nombre  pair. 

Pour  assigner  une  condition  qui  assujettisse  d'une 
manière  plus  spécialcla  valeur  de  x,  mettons  la  proposée 
sous  la  forme 

p-h  1*=  3^' -«-7'. 

Nous  en  inférerons,  en  supposant  j  premier  avec  3, 
l'existence  d'une  relation  telle  que 


d'où  nous  conclurons  sur-le-champ  que  x  admettra  ou 
n'admettra  pas  le  diviseur  3,  selon  que  p  —  i  admet  ou 
n'admet  pas  ce  diviseur. 

Nous  avons   supposé  ;>*  premier  avec  3  ;  quand  il  en 
est  autrement,  x  est  nécessairement  premier  avec  3- 

Soit  pris,  comme  application, 

/j  =  'i689  =  8.ÎÏ6  +  1. 
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Le  nombre  p  —  ■  étant  divisible  par  3,  et  x  devant 
Être  un  multiple  pair  de  3,  les  valeurs  dex  à  essayer, 
pour  opérer  la  décomposition  demandée,  devront  être 
prises  dans  la  suite  6, 12, 18,. . .;  d'après  cela,  on  recon- 
naîtra aussitôt  que  la  valeur  x  =  1  a,  à  laquelle  corres- 
pond y  ^  49)  satisfait  à  la  question.  Ou  a,  en  eli'et, 

1689  =  3.1  a»  4-49' ■ 

Le  nombre  p  ainsi  décomposé  étant  premier,  on  est 
assuré  qu'il  u'y  a  pas  d'autre  solution. 

Les  nombres/»  =  8(/  -+-  1  que  nous  venons  de  consi- 
dérer appartiennent,  comme  cas  particuliers,  à  la  classe 
des  nombres  4?  +  ■  dont  il  a  été  question  plus  liaut; 
ils  admettent  par  conséquent,  en  mùme  temps  que  la 
représentation  par  la  forme  ax^-t-_j-*,  la  représentation 
par  la  forme  x^  -H^^-  C'est  ainsi  que,  pour  p  =  2689, 
ou  a,*  outre  l'égalité  déjà  écrite,  l'égalité 

2689  =  40' -(-33', 

à  laquelle  sont  applicables  les  remarques  exposées  pré- 
cédemment. 


SUR  LA  CISSOIDE  DE  DrOCLÈS; 

Par  m.  L.  MIRMAH, 
Ëlcvc  du  Ijrcéc  Saint-Louis. 


Ou  sait  que  le  lieu  des  symétriques  du  sommet  d'une 
parabole  par  rapport  aux  tangentes  à  cette  courbe  est 
unecissoïde  de  Diodes.  Voici  de  cette  proposition  une 
démonstration  géométrique  très  simple. 

.Soient  DD*  la  directrice,  !•"  le  foyer,  S   le  sommet. 
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TT'  une  Uuguuiu,  P  le  symétrique  du  l'oyej-  par  rapport 
n  cette  tangente,  M  un  point  du  lieu. 

Je  prolonge  â!M  jusijua  sa  rencontre  en  Q  avec  la 


nt  P,  on  a 


parallèle  â  l'axe  mene'e  par  le  _ 

PQ  =  SF  =  SD; 
donc  Q  est  sur  la  parallèle  à  la  directrice  menée  par  S| 
symétrique  du  sommet.  Cela  éLani,  je  décris  uu  cercle 
sur  SS|  comme  diamètre;  la  droite  SQ  le  coupe  en  N. 
Joignons  ND,  on  a  évidcEnment 

DN=DS  =  SF  =  MP  =  PQ; 

de  plus  les  angles  MQP  et  NSD,  aUcrnes-internes,  sont 
égaux.  Donc  les  triangles  DNS,  JVIPQ  le  sont  aussi;  par 
suite 

MQ  =  PiS 

OH,  en  ajoutant  la  même  longueur  MN, 

SM  =  NQ. 

I-e  point  M  décrit  donc  la  cissoïde  relative  au  cercle 
considéré. 
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Kii  cliaDgi-atit  (jiiulqiios  mots  au  l'aisuniiiiiiiciit  pi'ëix'- 
(lonl,  on  (lémoiitriTait  que,  réciproque  ment  : 

Toute  fissoïJe  de  Dîoclcs  peut  étrv  engendrée  par  le 
symétrique  du  sommet  d'une  parabole  par  rapport  aux 
tangentes,  la  parabole  ayant  pour  diiectrice  le  diamètre 
du  cercle  parallèle  à  l'asymptote  de  la  cissoïdi-,  et  pour 
sommet  le  point  double. 


CORRESPONDANCE. 


I.  —  Extrait  d'une  Lettre  de  Al.  d'Ocagne. 

Voulez-vous  me  permettre  d'ajouter  quelques  mots 
aux  remarques  très  intéressantes  qui  ont  été  faites  par 
mon  ami  M.  Cesaro  au  sujet  des  coordonnées  axiales 
l^Xonvelles Annales,  inème  tome,  p.  aSG)? 

Mes  recherches  sur  les  Transfonnations  axialex, 
auxqnellcs  M.  Cesaro  fait  allusion  dans  la  Note  qui  ter- 
mine son  article,  sont  résumées  dans  la  Note  III  de  ma 
brocliure  Coordonnées  parallèlrs  et  axiales,  qtii  vient 
de  paraître  n  la  Librairie  Gautliier-VîHars,  et  dont  la 
majeure  partie,  grâce  à  votre  obligeance,  a  vu  le  jour 
dans  les  Nouvelles  Annales  (' }. 

Daus  cette  ÎVote  (p.  87),  je  fais  remarquer  que  l'iden- 
tité de  Vinversion  axiale  avec  la  transformation  piw 
semi-droites  réciprot/ues  i-ésultc  du  lliéorème  que  j'ai 
démontré  pour  cette  dernière  transformation  dans  les 
Aonvelles  ylnnales  (3"  série,  t.  II,  p.  249}. 

A  la   liste  des  géomètres  qui  se    sont  occupés   des 

(')  Les  parties  inédites  de  la  brochure  sont  le  Procédé  nouveau 
ttc  calcul  graphique  déduit  de  la  considération  de*  coordonnera 
paral/fifi  {p.  -3  i  Ri),  et  diverses  \fite^  (p,  Si  ii  gi).  <lont  la  Vctr 
Sur  les  Irnnsformeitiont  axialri. 
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coor(io/int;cs  axinla:,  il  convient  d'ajoulei-  li-  nom 
lie  M.  Casey,  professeur  a  rUDÎvprsité  catholique  de 
Dublin,  dont  les  belles  recherclies  font  l'objet  d'un  Mé- 
iHoii-e  étendu  publié  dans  les  Pkilosopfncal  Trartsac- 
tiooA  of  ihe  Jiojal  Society  of  T.ondon  (vol,  CLXVII, 
1'.36t). 

La  courbe  que  j'ai  étudiée  au  n"  oO  de  tnou  Mémoire 
[})éi'elopi>aiite  d'hjpoc^cloïde,  d'apiès  MM.  Brocard 
et  Cesaro)  a  déjà  été  rencontrée  par  un  assc^  grand 
nombre  d<^  géuinètres  à  l'occasion  de reclierclies  diverses; 
c'est  M.  Brocard  qui  nous  l'a  fait  savoir  dans  une  Note 
intéressante  [Nouvelles  j4nnales,mkaui\.omK,  y.  i44)- 
Aux  maLbématicieus  cités  en'  cet  endroit,  il  faut  Joindre 
M.  Collignon  qui  a  eu  aussi  l'occasion  de  considérer 
cette  courbe  (  Association  française.  Congrès  d'Alger, 
l>.  ai9). 

Nous  terminerons  par  la  remaniue  suivante  :  l'équa- 
tion axiale  de  la  Iraclrlce  (Nouvelttfs  Annales,  3*  sé- 
rie, t.  m,  p.  553  )  conduit  immédiatement  è  une  curieuse 
propriété  de  cette  courbe  qui  a  été  signalée  par  M.  Colli- 
gnon (  '  )  ; 

Si,  par  le  point  oii  chaque  tangente  t  à  une  traclrice 
coupe  l'asymptote  3  de  cette  courbe,  on  élève  une  per- 
pendiculaire p  à  S  et  /fue  l'on  inscrive  à  côté  de  p  ta 
valeur  de  l'angle  que  p  fait  avec  ï,  on  obtient  une 
projection  de  Mercator  dans  laquelle  les  droites  p  re- 
présentent tes  parallèles,  l'angle  inscrit  à  côté  de  cha- 
cune de  ces  droites  faisant  connaître  la  latitude  corres- 
pondante. 

La  simple  comparaison  de  l'équation    axiale   de  In 


CI  Mémoire  jniitulé  ;  Jfeiuredei  lignes  >ur  la  tplière  terreit/e, 
ctan*  11-  Bulletin  de  rAsiocinliùn  fmn^nise  (Cnn^ti-^  itr  lllnia). 
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tracti'icc  avec  l'éijualion  fonda men la Iv  i>iuii  connue  de 
la  projection  de  Mercaior  condukà  ce  résuUat. 

Les  remarques  faites  par  M.  Cesat-o  au  sujet  des  ra- 
cines imaginaires  des  «(juations  dans  le  numéro  d» 
juillet  {p.  329)  se  ramènent  imraédialenienl  au  curieux 
théorème  que  voici  : 

Si  les  affixes  des  racines  d 'une  équation  algéhrir/ue 
figurent  des  centres  d 'attraction,  de  même  masse,  atti- 
rant un  point  mobile  en  raison  inverse  de  la  distance, 
les  positions  d'équilibre  de  ce  point  mobile  coïncident 
avec  les  a^xes  des  racines  de  l'éi/uation  dérivée. 

Ce  théorème,  dû  à  M.  Félix  Lucas,  a  été  communiqué 
par  son  auteur  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance 
du  28  juillet  1879.  M.  Félix  Lucas  en  a  déduit  diverses 
conséquences  importantes  pour  la  théorie  des  racines 
imaginaires. 

II.  —  Lettre  de  M.  Réalis. 

Les  propositions  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  d'in- 
sérer aux  Nouvelles  jlnnales  (p.  370,  i883),  et  dont 
on  n'a  pas  encore  envoyé  de  dénioin>tration,  me  font 
penser  qu'il  ne  serait  peut-être  pas  inopportun  de  les 
faire  suivre  de  quelques  autres  énoncés  analogues,  et 
fondés  de  même  sur  des  considérations  arithmolo- 
giques. 

Je  me  borne  eu  ce  moment  à  la  Question  cî-jointe, 
faisant  partie  d'une  série  de  questions  du  même  genre, 
que  j'ai  rédigées,  et  que  je  m'empresserai  de  vous  trans- 
mettre, si  vous  croyez  que  cela  puisse  inléresscr  vos 
lecteurs. 
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,  Question . 

a,  ^,  Y  étant  des  nombres  entiers,  et  fi  étant  premier 
rttw>5,  aucune  des  éi/uni ions 

3-'— !*'-(-(  ij'r+T  43») J^-3aP'x +?(;-;> 7^4  P»)=o 

{oit  les  signes  se  correspondent)  ne  peut  avoir  une  ra- 
cine entière. 
De  même  pour  les  équations 

j.i_i.rï  ..(il'  !-aP*>r'--  a3*a-  + A  ^  «, 
j-*— a,T'-:-(  ia'-+-  2p')x>— aaP'j--^  A  =  o, 
3-'— ïJ-'--(  iï'-FÎ?')!'— îa^'a^-.- A  =  i), 
a-*--ï.r>  +  (,i3»-i-  331)3:!—  ,i3'3--i-A  =0. 

3;*~ax»-i-(4i'— §>)3-'— ap«i--t-  B  =  o, 
jk_,ri-'-(  ijï— i^i)^:»— i!i?'i-i-  B  =0. 

où  /'or  a  fait,  pour  abréger, 

A=;((5f'  h4?'),      B  =  ?(5ï^'-i?'). 

Solution  de  la  question  proposée. 

Ni  l'une,  ni  l'autre  des  Jormes  n" -h  p.v^,  u'^  +  iv^, 
dans  lesquelles  u  et  v  sont  premiers  entre  euar,  ne  peut 
représenter  un  nombre  divisible  par  5 . 

(  FoLEB,    Lagrange.) 

La  proposition  subsiste  évidemment  si  l'un  des  nom- 

Jn«.drUa,h^m-l..3'  térif:,t.  IV.(Aoûl  1885.)  ^5 
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brestt,  V  est  premier  avec  ^ ,  lors  ittéine  tju'ils  auraient 
ties  facteurs  communs. 
Cela  étant,  les  relations 

=  5(«a!'+  p>3;'+  aa?'a;—  ?ï>). 


aP')>  +  a(aPx)' 

af)'+ap' 
a?'i-h'  +  aP' 


+  .f)'*.(a 
+  a?'»:'+a.: 


')■ 


«.  +  a.a,-a!f).+  a(pi)' 

a^ï-t-aaa!  — P>)'+3P^ 
=  5(a^  — P*a:ï— Py»); 

=  5(a:c>  +  aP»l>+a3lx— 3y»+P»). 
.r.  +  a.i-J').+  a(Pi)' 

ha.i+J.).+  a(P»)' 

ha.«-|i>)>  +  a(a?i.)- 
5(aar'  +  ap»a:*—  ?y'+  P'). 


c'est-à-dire  les  équations  proposées  sont  impossibles 
en  nombres  entiers,  si  p  [et  par  conséquent  x)  est  pre- 
mier avec  5 . 
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soLunonis  w  ouestions 
PROPOSÉES  DiKs  m  îimnim  aknues. 


Question  i4IM 

Par  m.  PAUQUEMBEHGUE, 
Professeur  au  lyc^e  de  Nice. 

Démontrer  que  û  les  deux  racines  de  l'ét/uation 

sont  entières,  l'équation  indéterminée 
(A)  x>  +  /r  =  jr\ 

dans  laquelle  on  a  pris 

admet  toujours  une  solution  entière.  (Rëalis.  ) 

Posons 

a,  ê,  z  désignaal  trois  entiers  indéterminés. 

L'équation  (A)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

^''  (  -!-<«»-  3a.î  +  3ai  +  3i  — a6)i. 

On  voit  qu'elle  sera  vérifiée,  sî  l'on  a,  n  la  fois, 

et 

*=(j>  — 3aa  +  3«'-!-3a  — a6)«; 

ou,  en  tenant  compte  de  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions, 

*  =  («".     6«-(-3a*-H32  — aS)*, 
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Li:  tlic-iirèmo  énonce  est  ainsi  déniontn' 


Question  1S04 
Pau  m.  N.  GOFFART. 

La  triangle  ABC  rectangle  en  A  est  inscrit  dans 
une  hyperbole  équilatère ,  les  tangentes  à  cettecourha 
aux  points  B  ef  C  je  coupent  en'V\la  normale  au  point  B 
toupe  le  côté  AC  au  point  B',  la  normale  au  point  C 
coupe  le  côté  AB  au  point  C.  Démontrer  que  l'anglu 
B'TC  est  égal  à  l'angle  des  tangentes.       (  D'Ocaoe.) 

Soien\.Ty  =  \  l'équalion  de  l'hyperbole,  et  {a,  a')^ 
[b,l/)^  {c,c')  les  coordonnées  des  soniniels  A,B,C. 
L'angle  A  sera  droit  si  l'on  a 


Les  équations  des  tangentes  BT  et  CT  sont  respecti- 
vement 

6y-f-i'X  =  a,    cY+c'X  =  a. 

Ces  tangentes  se  coupent  au  point  T,  dont  les  coor- 
données sont 

On  a 

tanfiBTG  =  ^^,. 

Or  l'équation  de  la  normale  en  B  est 
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i-l  celle  du  côlé  AC 

acY  +X  =  a-i-c; 
l'équatioii  d'une  droite  jiussant  par  leur  point  d'inter- 
seclion  est 

)^(  6'  Y  —  6 X  ^  **  —  6''  H-  ne  Y  4-  X  -( o  -^  c  >  ^  !.. 
Cette  droite  passera  au  point  T  si 

Ia-  «oefiieienl  d'inclinaison  de  B'T  est  dotiu 

_i^„      .f,-C)-,  _ 

(au—  Âc  — (ic)  +  o6*c' 
et  l'on  a  celui  di;  C'T  par  symétrie 


d'où  résulte 


c.  Q.  r.  D. 
.Voto.  —  L*  même   queslinn    h  Ht  résolue  par  M.  Mnrct-Blanc. 

Question  ISCMt 

Pau  m.  JUHEL-RÉNOY. 

Soient  CA,  CB  rfeitr  demi-diamètres  conjugués  d'une 
fiUipse  ;  et  P,  Q  rfeuj:  points  de  CA ,  CB  prolongés ,  tels 
ijue  AP.BQ  =  aCA.CR.  Démontrer  que  BP  «(  AQ  se 
coupent  sur  l'ellipse.  (GEMÎiSE,  M. -A.) 

Prenons  pour  a\fs  de  looidonnées  les  dfux  droites 
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CA, 

CBj  et  soient 

CA  =  a,     CB  =  b,    AF 

■-t. 

B, 

L 

'équation  de  l'ellipse  est 

a<r<+b'^'  = 

:<l'é«, 

et  les  équatioBS  des  droites  BP, 

AQ, 

sont 

d'oi 

br  +  ay  —  nb  = 
bx  +  a.r-at~ 

'(b-r). 

multiplions  ces  deux  dernières  équations,  membre  à 
membre,  et  introduisons  la  condition  U=  aai;nou9 
aurons  l'équatton  de  l'ellipse  donnée 

La  mâme  [|ucstinn  a  été  rfsolnc  par  M.  l'abbi  Bretaudcau,  prufesi- 
seur  au  collège  de  Baupréau  (Maine-et-Loire);  et  par  MM.  Lez; 
Launoy,  professeur  au  Ijcie  de  Puy  ;  GolTart;  Moret-Blanc;  ErtiMi 
Bariiien;  Dupin,  Ijcéc  de  Bar-le-Duc;  Farisano Giovanni,  élève  ingé- 
nieur à  rUniversiLé  dp  Niiples;  F.  Pisani. 


Question   1507 

Fa*  m.  MORET-BLAKC. 

PQ  esl  un  diamètre  d'une  hjperbole  équilatère ;  un 
cercle  décrit  du  point  P  comme  centre  avec  PQ  pour 
ra}-on  rencontre  l'hyperbole  en  trois  autres  points 
L,  M,  JV  :  démontrer  gue  le  triangle  LMN  est  équila- 
téral. 
(Extrait  du  Joui-nal  anglais  The  editcationat  Times.) 

Soient 

eu  ^r  =  *' 
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l'équalion  d«   l'liy(»eibole  équilatérej  x,,  ja  les  coor- 
données du  point  P,  celles  du  point  Q  étant  —  x,,  —  jo  ; 

(j~ir,)'+(j— j',)'  =  4(irJ-i-^J) 
ou 

(a)  a^'+7»—  ixiix  —  a/i/  —  3(^»  +7*  }  =  " 

sera  l'équation  du  cercle  décrit  du  point  P  avec  le 
rayon  PQ. 

Éliminantj^  entre  ceint  équation  et  celle  de  l'hyper- 
bole, on  a,  pour  déterminer  les  abscisses  des  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  l'équation 

a^*— aa^ea^'— 3(ic'+j'^)x»  — a^'^d^  +  A*  =  o. 

Cette  équation  devant  être  vériCée  par  l'abscisse  —  x, 
du  point  Q,  son  premier  membre  est  divisible  par 
X  -i-Xo',  elFectuaut  la  division,  il  vient 

x'—Z  aroa-»  —  S/^j'  x  •+■  ^„'3-«  =  o, 

équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  L,  M,IV. 
On  aura  l'équatiou  qui  donne  leurs  ordonnées  en  per- 
niutaot  les  x  et  les  j-,  d'où 

7'- 3  J-»/' ~  3^oV  +  ^flV»  =  «■ 

La  moyenne  des  abscisses,  ou  l'abscisse  du  centre  de 
gravité  du  triangle  LMN,  est  :ri,  son  ordonnée  est  ^ci 
le  point  P  est,  à  la  fois,  te  centre  de  gravité  du  triangle 
LMN  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle;  donc 
les  médianes  se  confondent  avec  les  hauteurs,  et  )e  trian- 
gle est  équiUléral. 

La  même  question  a  éU  résolue  par  MM.  Barisien  ;  GoRarl;  Joliel 
Renoj;  Pissni;  Launo)',  professeur  au  Ijcéc  de  Puy;  Brelauiirau: 
Lei;  Caronaet  (Th.),  élève  de  Malhématiques  spi^eialr*  an  rollègi! 
ChapuI:  et  par  un  Anonyme. 
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Question  1512 

(mlcl'lirJe.  I.III,  p.  l'ib); 

Par  m.  J.  RICHARD, 

Élcvi;  i  l'Érolc  Normale  supérieure, 

jCrout/er  l'eni'iiloppe  d'une  parabole  dont  le  foyer  F 
et  un  point,  P,  de  la  directrice  sontjixcs.  (D'Oc*gnb.) 

On  sait  (jiie  la  directrice  est  le  lieu  des  symétriques  du 
loyer  par  rapport  aux  tangentes.  Donc,  si  l'ou  joint  le 
point  lixo  P  de  la  directrice  au  foyer,  et  si,  au  milieu  de 
la  droite  PF,  on  élève  une  perpendiculaire,  celle  per- 
pendiculaire sera  constamment  tangente  à  la  parabole 
variable:  c'est  donc  l'enveloppe  chercliëe. 

La  Géométrie  analytique  conduit  au  même  résultat. 

Prenons  le  point  F  pour  origine,  et  FP  pour  axe  des  x- 
Soit  FP  ^  rt. 

L'équation    générale    des   paraboles,  dont  F  est    le 
foyer  et  P  un  point  de  la  directrice,  peut  s'écrire 
(I)      .  t^-a)cos»+^siD 

Ëi)  égalant  les  dérivées  des  deu: 
port  à  o,  on  a 

Pour  avoir  l'équation  de  l'envelopjM.',  il  faut  élimi- 
ner o  entre  les  équations  (i)  et  (a),  ce  qui  se  fait  en  les 
élevant  au  carré  et  ajoutant;  on  obtient  alors 

i-r~".i'--/'  =  -r'-l-^-'-     H'c.ù      T----  ^■ 

Mots.  —  h»  même  question  a  été  résolue  par  MM.  lîolTarl:  Moret- 
Blinc;  Lei:  Geneix-Martin ;  Louis  M.;  Ernesi  Barisien;  Juhel  Ke- 
noy:  Bretaudeau;  Dupin,  lycée  île  Uar-lc-Lluc;  Mirraan,  élève  en 
spéciales,  au  lycée  Saïui-Lmiis;  Auguste  Ualloi;  Carunuet  (Th.). 
élève  en  Mathémaliquc*  spéciales  au   rolJège   Chaptal;   et   par  un 
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Question  lol-i 

ligir  V(*tls,l.  III.  M^i: 

Par  m.  lez. 

Par  les  soniinels  d'un  triangle  ABC,  on  mène  aux 
côtes  opposés  des  droites  AD,  BE,  CI'"  se  coupant  en  un 
même  point  O  ;  on  a 

AO  _  ftO       eu  _ 

AU       îtE    '"  GF  ^  ^' 

De  même,  si,  par  tes  sommets  d'un  tétrai-dre  ABCD 
on  mène  aux  faces  opposées  des  droites  AE,  BF,  CG, 
DH  se  coupant  en  un  même  point  O,  on  a 

vn      ito      co      no 

Ali  "^  BF  "^  CG  "^  DH  '" 

(Gesty.) 

\jR  iriaiigie  \W.Z  se  décompose  en  trois  triangles  ayant 
un  sommet  commun  au  point  O,  et  pour  bases  les  côtés 
du  irianglu. 

Or  les  ti-iangles  ABC,  BOC  ayant  mt^inc  base  BC  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  ou  dans  le  mâme  rap- 
port qne  les  segments  AU,  OD,  c'est-à-dire  (jue 
ABC  _  AJ> 
BuC  "  OD ■ 
On  peut  donc  écrire 

ABC -BOC       AD-OD       AO 


ABC  —  A(  >  G 

ABC 
ABC— \0B 


Additionnant,  o 
l\Br 
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Par  analogie,  lu  tétraèdre  ÂBCD  se  décompose  en 
i]ualre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le 
point  O,  et  pour  bases  chacune  de  ses  faces . 

Or  les  tétraèdres  ÂBCD,  OBCD  ayant  même  base  BCD 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  ou  daus  le  même 
rapport  (]ue  les  segments  AE,  OE,  c'est-à-dire  que 


ABCD       AE 
OBCD  ~  OE' 

Ou  peut  donc  écrire 

ABCD  — OBCD       AE-OE       AO 
ABCD                     AE            AK 
l)i!  même 

.     ABCD  — OACD       BO 

ABCD               BF' 

ARCD-OABD       CO 

ABCD               CG' 

ABCD  — OABC       DO 

ABCD          ~  Dli 

Additionnant,  on  a 

4 ABCD - 

(OBCD -t-OACn -■- OADB -1- OABC) 

AO       BO       CO       DO 


JVole.  —  La  même  question  i  élé  résolue  par  MM.  GofTiirl ; 
Moret-Blanc;  GcDeii-Martio  ;  Mirmaa  ;  Richard;  Pisanî;  Collier, 
é\ève  en  seconde  au  Pryiaoée  militaire;  et  par  un  Annnyme. 


Question  1520 


fia  M.  E.  BARISIEN. 


Si  du  poiiil  O  on  voit  le  côté  BC  du  triangle  ABC 
sous  un  angle  t'gnl  ff  A  augmenté  de  i)o",  on  a  entre 
les  côtés  a,  b,  c  du  triangle  et  les  distances  a,  6,  y  du 
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point  O  aux  sommets  A,  B,  C  In  relation 

(d'Ocacbe.) 
Les  triangles  ABC  et  OBC  (')  donnent  les  égalités 
(i)  «»=  6>+c»  — aficcosA, 

(i)  a»  =  6t  -H  Y> -H  aS-f  ain  A , 

qui  pernte lient  de  déterminer  cos  AetsinA  rationnelle- 
ment en  fonction  de  n,  b,  c  et  de  a,  ê,  y. 

En  désignant  par  x  l'angle  OBC,  on  pourra  aussi  dé- 
terminer rationnellement  sïn.r  ctcosx.  En  effet,  on  a 

Y'  =  a>-H6'  — aaScKs^     el     — .  =  _^  , 
donc 


■  7'*'+-^' 


Or,  dans  le  trianf^le  AOB, 

ii=gi+ci_a6ccos(iï- 

)U 

Mais 

-Al 


>»U  =  - 


v.n  tenant  compte  de  l'égalité  (a). 

('  )  Kn  supposant,  loatefois,  que  le  point  O  et  le  sommet  A  soîtnl 
litués  d'uD  m£me  cAté  de  la  droite  BC  sur  le  plan  du  triangle,  rar 
aulremeot  la  proposition  faonccc  ne  serait  pas  exacte.  {(■■) 

C)  Le  lecteur  est  prié  de  fdire  ia  figure. 
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En  rein  |)1  ai;  a  Ht  dans  l'cxitression  de  x^,  siiiB 
s'ma-,  cosj-  par  les  valeurs  (3),  (4)  et  (5),  il  viei 


,.  =  g.  +  c'- 


Cette  expression  développée  et  réduite  devient 

fiemarqae.  —  En  éliminant  A  entre  les  équations  (  i  ) 
et  {'t),  on  a  la  relation 


On  sait,  en  ellei,  qu'il  existe  une  relation  entre  les 
distances  mutuelles  de  quatre  points  O,  A,  B.C.  Dans 
le  eas  particulier  qui  nous  occupe,  cette  relation  se  dé- 
double en  les  deux  égalités  (6)  et  {7). 

La  mâme  qucslion  a  i-lé  résolue  par  MM.  Goffart;  Luisant;  el 
(iaetano  de  Marco,  élève  de  l'Université  de  Vaplfs. 

JVole.  —  Sur  le  plan  du  triangle  ABC,  le  lieu  géométrique  d'un 
point  O,  défini  parla  relation 

(,.!'_  6-6'-,- c- T'- 
est une  circontérence  que  l'équation 

a;'  .  .}■■  — oj;  — (I  tangA.j- -n 
représente,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires 
le  sommet  U  du  triangle,  et  dirigeant  l'aie  des  abscisses  suivant  la 
droite  BC. 

Les  points  B  et  C  appartiennent  évidemment  i  celle  circonfé- 
rence; le  cùlé  BC  partage  le  cercle  en  deux  segments  :  l'un  d'eux 
situé,  par  rapport  à  BC,  du  même  cùlc  que  le  sommet  A,  est  capable 
d'un  angle  de  i)ii''-t-A;  l'autre  segment  est  capable  d'un  angle 
de  90*  —  A.  ((j.) 
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Question  1321 

(foir  a- ^rlt,  I.  IV,  p.  it)i 

Par  m.  LEBOULLEUX, 
Professeur  de  Mathématiques  il  Genève. 

Le  point  M  étant  pris  d 'une  manière  i/uelconi/ue  isur 
te  côté  BC  du  triangle  ABC,  on  projette  orthogona- 
lement  en  &,  C  {fig-  i)  les  sommets  B,  C,  sur  AM  : 
démontrer  i/u'on  a  la  relation 

BC.AM  :=  MB.AC'--  MC.AB'. 

(l)'OcAfiKK.) 

Je  ri^inarque  d'abord  que  la  similitude  des  triangles 

KiB.  I. 


rectangles  B  S'A!,  CC'M  (^g.i),  donne 

MC.MB'=MB.MC'; 
on  a  d'ailleurs 

BC.AM  =  ( MB  -t-MC)(AB'-t-MB') 

=  MB(AB'+  MB')-j-MG.AB'-'-MC.MB'; 
ou,  parce  que 

MC.MB'r  MB.MC, 
on  a 

BC.AM  =  MB(AB'-!-MB'-hMC')-(-  MG.AB' 
=  MB.AC'-v-.MC.AB', 

ce  qu'il  fallait  démontrer  (  '  ). 

(■)  Ed  désignant  par  ABC,  ABC,  ACB'  les  surfaces  des  triangles 
ABC,  ABC,  ACB',  l'égalité  proposée  BC.AM  =  MB.AC-t-  MC.AB' 
revient   ï  celle-ci   :  ABC  —  ABC'  + ACB',    parce   que    les    produits 


itizec  .y  Google 


(3go) 

Note.  —  La  m£me quesiion  a  été  résolue  par  MM.  Pisani;  âolTart; 
Laisant;  GeDeix-Martin;  Lei;  Moret-Blanc;  Barisien;  Gaetano  de 
Marco,  élève  de  t 'Université  de  Naples;  Pucch,  élève  en  Malhéma- 
liques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 

BC.AM,  MB.AC,  MC.AB' »ont  proportionnels  aux  surfaces  des  trian- 
gles ABC,  ABC,  ACB*. 
Or,  OD  a  évidemment  (^.  i) 

ABC  -  ABC  +  ACB'-v  MCB'  -  MBC, 
mais  l'égalité 

MCB'  -  MBC, 
ABC  ^  ABC'+  ACB-, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Pour  généraliser  la  fomtale  proposée 

BC.AM  ^  MB.AC -t-MC.AB', 
il  faut,  comme  dans  toutes  les  propositions  de  ce  geare,  avoir  égard 
aux  signes  des  segments  AB',  AC';  leur  donner  le  même  signe,  ou 
des  signes  didérenls,  suivant  qu'ils  sont  dirigés  dans  le  même  sens. 
OU  en  sens  contraire,  à  partir  du  point  A,  sur  ta  droite  AM,  indéfi- 
niment prolongée. 
Si  l'on  considère  comme  positifs  les  segments  dirigés  dans  le  sens 
Fig.  =. 


AM,    il  faudra   prendre   négativement  un   segment   dirigé   dans  le 


Lorsque,  par  exemple,  l'angle  MÀB  est  obtus  {Jig.  i)  le  segment 
AB'  est  négatif,  et,  en  valeurs  absolues,  on  a 

BC.AM  =  MB.AC  -  MC.AB', 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  f  (>■) 
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QliRSTIONS. 

153â.  Pour  (juelles  valeurs  de  x  l'expression 
..a.3.4...:r  +  , 
est-L'Ue  un  carré  parfait?  (Bboc&kd.) 

1a33.  n  étant  un  nombre  entier  positif, 
3M+J  +  4o.n— a? 
estdîvisible  par  64-  (Wolstenholme.  ) 

iSS'l.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  doublement 
tangentes  à  deux  cercles  donnés  se  compose  de  cin(| 
cercles,  {  Estretin.) 

i535.  Le  produit  des  distances  des  foyers  d'une 
ellipse  à  une  normale  à  cette  courbe  est  égal  au  carré 
du  demi-diamètre  perpendiculaire  à  cette  normale  moins 
le  carré  du  demi  petit  arc.  (D'Ocagne.) 

ioSO.  Dans  la  parabole,  les  segments  déterminés  sur 
deux  tangentes  issues  d'un  même  point  de  l'axe,  par 
deux  tangentes  quelconques,  sontégaux.     (D'Ocaghe.) 

1537.  On  considère  les  pieds  des  quatre  normales 
menées  d'un  même  point  à  une  ellipse  :  démontrer  que 
le  rapport  de  la  moyenne  géométrique  des  abscisses  de 
ces  quatre  pieds,  à  leur  moyenne  arithmétique,  est  con- 
stant et  égal  au  grand  axe  de  l'ellipse. 

Le  même  rapport  relatif  aux  ordonnées  est  égal  au 
petit  axe.  (Babisieh.) 

i538.  L'aire  du  triangle  formé  par  les  centres  des 
trois  cercles  ex-inscrits  à  un  triangle  est  égale  au  produit 
dupérimètrede  ce  triangle  par  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit. (Barisibh.} 
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153D.  Le  lieu  (les  loyers  (les  sections  faites  dans  un 
ellipsoïde  de  révolution  aplati,  par  un  faisceau  de  plans 
passant  par  une  nu^me  droite  parallitlt-  à  l'aiie  de  révo- 
lution, est  une  podaire  dVIlipst^.  {Fovrrt.  ) 

1540.  Le  lieu  des  foyers  des  sections  faîtes  dans  un 
cylindre  parabolique  par  un  faisceau  de  plans  passant 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  diamétral 
principal  du  cylindre,  est  une  podairc  de  parabole. 

(FO.HKT.) 

1541 .  Trouver  le  lieu  des  points,  tels  que  les  quatre 
normales  menées  de  ces  points  à  une  ellipse  donnée 
forment  un  faisceau  harmonique.  (  L.  Mthman.  ) 

1ë4â.  Étant  donnés  deux  plans  (ixcs,  ou  considère 
deux  splières  de  même  rayon,  tangentes  entre  elles  et 
touchant  chacune  un  des  deux  plans. 

Le  point  commun  à  l'une  des  deux  sphères  et  au 
plan  correspondant  étant  donné,  on  demande  le  lieu  du 
point  commun  aux  deux  sphères  lorsqu'on  fait  varier 
leur  rayon.  (  A .  Oeaeix-Mahtik.  ) 

iSi'i.  Ou  donne  l'une  des  deux  asymptoies  d'une 
hyperbole  équilatère,  une  tangente  et  un  point  de  la 
courbe,  déterminer  le  centre  et  les  autres  éléments  de 
la  courbe.  (Solution  géométrique.) 

ioii.  On  donne  une  parabole  et  un  point  dans  son 
plan  ;  par  ce  point  on  mène  une  sécante  quclcon(jue,  et 
sur  la  corde  ainsi  déterminée,  prise  comme  diamètre, 
on  décrit  un  cercle;  trouver  l'enveloppe  de  la  polaire 
du  sommet  de  la  parabole  par  rapport  à  ce  cercle. 

(WOLSTEMHOLME.' 
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SHR  KM  KOIIVELLE  PROPRIETE  l'UN  SYSTEME  TRIPLE  DE 
SURFACES  QUARTIQUES  HOUOFOCALES,  COMPRENANT  COHME 
CAS  PARTICliLIER  LA  SURFACE  DES  ONDES; 
Pa«  m.  \.  LKGOUX, 

l-rofesseur  à  U  Karulti;  iIm  Sricnrc*  (Ir  Toulouw. 


Si  l'on  considère  les  suH'acos  rvpnîsuiittk-s  |>ar  rù(|iia- 
tion 


-  p  —  a'       r'  +  p  —  A'       »■•  ■^-  p  —  c*  "'    ' 
où  p  rcprési^iiU;  un  paramètre  variable  et  nù 

oa  a  un  système  triple,  car  par  un  point  donnt!  on  peut 
faire  passer  trois  surfaees  de  ce  sj'stéme.  Ce  système 
triple  Jouît  des  propriétt^s  suivantes  : 

i"  Il  comprend,  comme  cas  particulier,  la  surface  des 
ondes  ordinaire,  si  l'on  donne  an  paramètre  p  une  va- 
leur plus  petite  que  les  constantes  n',  6*,c';  c'est  en 
elTet  la  surface  dos  ondes  qui  dérive  de  l'ellii^soule 


(î) 


.  +     ■>' 


2"  Toutes  les  surfaces  du  système  ont  pour  enve- 
loppe une  développable  focale  du  Imilièmc  ordre  et  de 
ijuatrième  classe^  on  trouve  eu  etfel  la  même  enveloppe 
|>our  les  surfaces  (i)  que  pour  les  quadriques  hoinofo- 
cales 


donc   les  surfaces   (1)   sont   liomofocales  au\   surfurcs 

Jna.dr  Mntlifmal..  3'  -rrii-.  l.  IV.  ! Scplcmbrc  iSfS.)  '.6 
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<juu(ln(|iics  prtxéduntes.  On  arrivriail  À  la  niOinc  coiiclii- 
sioii  si,  à  la  place  de  /■',  dans  l'équalioi]  (i),  oiimctuil 
iii>e  fonction  qtielcoïKjuo  de  ^'ij',  z. 

3  "  Les  sections  principales  des  surfaces  du  système  se 
composent  d'unu  famille  de  cercles  ayant  pour  centre 
l'origine,  et  d'une  famille  de  coniques  Iioiitorocalcs,  Sur 
le  plan  XOV'Ies  équations  d<;  la  section  sonl 


(coni.picsliomofocales). 

On  sait  que  la  considération  des  systèmes  triples  lio- 
niofocaux  de  surfaces  du  second  ordre  a  permis  d  étu- 
dier bien  aisément  les  courbes  tracées  sur  l'une  de  ces 
surfaces,  en  prenant  pour  lignes  coordonnées,  sur  cette 
surface,  ses  intersections  avec  les  deux  autres.  Le  but  de 
ce  travail  est  de  montrer  que  le  système  triple  de  sur- 
fac(!s  du  quatrième  ordre  se  prête  avec  une  grande  faci- 
lité Il  l'étude  dus  courbes  tracées  sur  une  surface  d'onde 
oi'dinairc.  iVous  trouverons  l'exprcsaion  de  l'arc  iniitii- 
ment  petit  en  functioii  de  deux  paramètres  et  noua 
remarquerons  la  simplicité  de  cette  expression  et  son 
analogie  avec  la  même  formule  relative  aux  courbes 
■  racées  sur  l'ellipsoïde.  Nous  donnerons  les  équations 
di 11 érenli elles  des  ligues  de  courbure,  des  lignes  asytii- 
ptotïques,  sur  une  de  ces  surfaces  d'onde. 

Soien  1 1^1,  |3 1 , 3:,  les  trois  valeurs  du  paramètre  p  qui  cor- 
resjKJudent  à  un  point  de  l'espace  {j:,j,î),  ou  le»  li-ois 
racines  de  l'équation  (i)  lor.tqu'on  y  suppose  x,j;  = 
connus  et  p  inconnue.  A  l'uuc  de  ces  racines  corres- 
pondra une  surface  d'onde  oitlinaire  dérivant  de  Tel-  ■ 
iipsoïdc;  aux  deux  autres  corresjKtndront  des  surfaces 
quai'tiqnes  homofocales  à  la  précédente  et  dérivant  de 
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deux  tijpei'boloidcs  rc  près  un  lés  par  l'équaiiuii  { t  ).  ^ous 
(Itsignttrotis  eus  Lrois  surfaces  par  la  interne  dûnoini nation 
Je  surfaces  d'ondes,  sans  dislinguiir  celle  qui  dérive  de 
l'ellipsoïde  des  deux  autres  qui  lui  sont  conjuguées  5  nous 
les  appellerons  les  surfaces  p,  pi,  pi- 

Entiu  nous  terminerons  celte  étude  en  montrant  que 
toutes  les  propriétés  descriptives  communes  aux  sur- 
faces (1)  s'appliquent  à  un  système  triple  formé  par  des 
surfaces  de  Kummer  à  seize  points  singuliers,  dont  les 
surfaees  d'ondes  ne  sont  que  des  cas  particuliers. 

FORMULES    nELUTIVES    AUX    COURBRS   TRACltRS 
sus    DHB    SURFACE    pj. 

L'équation  (1)  jMtut  être  écrite  sous  la  forme  sui- 
vante 

ar>(r'-i-p  — 6>)(r'-i-p  — e')+_7-»(r'+p  — c*)(r'-4-p  — a') 

=  (r»-t-p  — a»)(r«-i-p  — 6')(r'+p-c>) 

(r»  +  p)»  -  (H -t- p)' (x» -1- ^' +  i» -1- o>  +  6' -H  c«) 

^(r>+p)[(c»-(-*»)a^*-+-(«'  +  c«)^t-h(ô>  +  «<)3» 

-(-6>c'-4-(i'c»-v-a'6>| 
—  6'c>r> —  c'a'j'' — «'è'a'  —  ii'i'c'  =  u. 
l'osons 

r'  +  p  — a>  =  T; 

l'équation  devient,  eu  ordonuautrelaliveuient  à  T. 

T3— AT>+BT  — (a>-A»)<o«-c>).e»=o. 

Mais  nous  avons  appelé  p,  pi,p3  les  trois  racines  de 
l'équation  en  p  :  on  aura  donc 

(,.»+p_a.)(ri+p,_  „.)(,.»_,.  p,-oi) 
=  («'— i')(a>  — c*)3^' 
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On  lire  de  la  seconde 


el,  en  subsliluanl  dans  la  première,  il  vient 

o' w- 6' w- c'      p — p)  —  pi         jN  /ii'4-6'+c'      pi- 

X  /a'  +  ft'  +  ^^  .   Pt-P-P. ,\ 


de  simples  permutations  de  lettres  donneront 

/^!±*1±£.'  _^  p-pi-p»  _  jA  /?li*!±iV  pi-p— p»  _4,], 


+-fr'  +  c'       p — Pi  —  Pi         \  /o*+fc'-t-c* 


-Pi-P*      c.W«' 


^/gl+Al+çl     ^      p,— p-p. 


(c»— a*)(c'  — é'f 
Si  l'on  pose,  pour  simplifier  récriture, 
,       o'-H  t'-i-c'       p  —  Pi  —  pi 


les  formules  précédentes  deviennent 

=  (J'  —  t'Ky^  — "')('  — ti 

{a>— 6')(a'— c') 
^(>-ft')(|x-ft')(v-fr' 

=  (X-r'H|ji  — c')(v— çt 
(r'— o'Kc'  — **) 
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Ou  remarque  que  ces  formules  ont  la  même  furmc 

que  celles  obtcnuos  en  définissant  la  position  d'un  point 

de  l'espace  par  l' intersection  des  trois  surfaces  quadri- 

ques  liotnofocales  suivantes  : 


[ji  —  a^       [t,  —  6'       [1  —  c'        ' 
r'  y*  a'      _ 

On  remarquera  aussi  que  X,  ji,  v  sont  des  fondions 
linéaires  des  coordonnées  p,  pi,  pi,  ce  qui  permettra  de 
passer  facilement  d'une  équation  entre   les  prcmièras 
coordonnées  à  l'équation  entre  les  secondes. 
Si  nous  posons 

-.p(«)  =  (X-«)(|.-«)(v-u), 
/(u)  =  {u-a^)(u-b')iu-c'), 
on  trouve  aisément 

fia*)      ^  fib^y  f(c*)' 

doû 

j         X  /     fiX  rfu.  di     \ 

■i  U  —  c«  ■*■;*— c'"^  V- C'A 
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-dp  —  dp,y. 


Proposons- nous  mainienant  dVtudicr  les  courbes  Lia- 
e«-cs  sur  la  surface  d'onde  p|  =  const.;  on  aura,  puur 
l'cxpression  d'un  arc  de  courbe  tracé  sur  cette  surface, 
les  lignes  coordonnées  étant  les  traces  sur  la  surface  ^t 
des  surfaces  conjuguées  p  et  pi, 

La  forme  particulière  de  l'expression  de  ds  nous  con- 
duit à  faire  les  remarques  suivantes  : 

1°  Les  deux  surfaces  d'onde  p  et  p,  coupent  la  sui- 
face  p,  suivant  deux  syslèines  de  courbes,  du  douzième 
urdie  ( * ),  qui  se  rencontrent  sous  un  angle  variable.  Le 
système  triple  précédi'tit  est  donc  seulement  bomofocal, 
il  n'est  pas  ortiiogonal  ;  par  conséquent  les  lignes  d'in- 
tersection de  pt  avec  p  et  p^  ne  sont  pas  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  pt- 

3°  Si  l'on  fait,  dans  la  formule  précédente, 


ou  aura  l'enveloppe  des  surfaces  pi  et  p^  :  clierclions  la 
forme  du  ds'  sur  cette  enveloppe;  on  a 


c  plaoér  ail  lias  de  Ih  p'RF  jor. 
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CV'st  précîsémc'ul  la  forme  qu'afl'ectu  le  ds'  d'une 
courbe  tracée  sur  une  dévc'l(>[>j)ablo  focale;  donc  l'enve- 
loppe des  5urfac(!s  du  système  est  bîiui  une  telle  déve- 
loppable,  ce  qu'on  a  déjà  vu  direclcmenl.  Celte  déve- 
loppable  est  du  buitièmc  ordre  cl  de  quatrième  classe. 

3°  On  saura  déterminer  sur  cbaqne  surface  pi  les 
lignes  de  longueur  nuHe;    leur  équation  dillërentiellv 


4"  ^"  pourra  aussi  écrire  les  équations  de  l'arête  de 
rebroussemeut  de  la  développable  focale  circonscrite 
aux  surfaces  du  système  ;  il  suflira  de  faire 

P  =  Pi  =  Pi- 


" 

* 

jr'  = 

(«'" 

7'  = 

(X-é'i» 

i>r 

-c'Kft»-o') 

3>- 

(X-cl)' 

1^ 

-rt>)(c'  — *>) 

I=(at 

-é'KA'-<-')(r!- 

,,  Google 
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et  ûlimriions  X  unln-  Ivs  trois  ^qualions  prérmluiiLcs;  il 
vii'iit 

v'vst  une  ligue  du  douzième  ordre. 

5"  On  peut  dc-terminer  l'intLTsectîotL  de  la  dévvlop- 
palile  focale  pi-ccédeute  avec  la  suiTacc  jDg.  La  surfai-u 
^1  =  X  aui'a  avL-c  celte  développable  focale  deux  sûries 
de  jHiiiits  coiuinuiis  :  t"  eeu:c  gu'on  obtiendra  en  fai- 
sant p  =  p,  ;  3"  ceux  qu'on  ohtîendia  en  donnant  n  p  ou 
à  p,  la  même  valeur  a.  Les  premiers  points  constituent 
l'enveloppe  des  tourbes  que  tracent  sur  pi  lesdeUK  sjs- 
tètnes  de  surfaves  conjuguées  p  et  p , . 

l''aisons  p  =  pi  dans  tes  formules  géuér  a  les  (3),  un 
aura  d'abord 

1  -  "'-^^'-*-c*  _  pi 


les  valeurs  de  x^,j^,  3*  prendront  la  forme 

x'=lH.\-p),    ^>=B'tA'-p),     c'=B'(A'_p), 
où  A,  A',  A',  B,  13',  B''  sont  des  constantes. 
Un  en  tire 

A-  p-=  ^'-117  =  *'-^; 

e'est  une  courbe  du  quatrième  ordre,    iiiterseclîon  de 
deux  cjUiidix-sdu  second  ordre. 

Les  seeonds  [loiiits  sont  sur  la  courbe  limite,  intci- 
.sci'lîon  de  la  surface  d'onde  o;  avec  la  surface  iniinimeni 
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voisine  du  ^tj  on  les  obtient  eu  iaisaiil  p  ou  pi  =  {13==  a. 
Soil,  par  exemple,  f,  =:  p,  =:  a;  des  foi-muk-s  géné- 
rales 


(-6*+ 


ou  déduit 

»lJ-=( ; '*lj[ i y  («•-"■). 

en  posant 

H={a>— fc')(6'— c')(c»— a';. 

Ces  trois  éi{uations,  dans  lesquelles  on  eonsidèfe  p 
eointne  un  paramètre  variable,  représeutcut  une  courbe 
gauche  du  douzième  ordre  {'):,  de  telle  façon  que  l'in- 
tersection de  la  développable  focale  circonscrite  avec  la 
surface  p^  se  compose  :  1"  d'une  courbe  du  quatrième 
ordre  ;  2"  d'unecourbe  du  douzième  ordrequi  compte  dpu- 
ble,  qui  équivaul  par  suite  à  nue  ligne  du  vingt-quatrième 
ordre  ;  3"  du  cercle  de  l'intîni  qui  compte  double  égale- 
ment; ce  qui  forme  eu  tout  une  intersection  du  trcntu- 


(')  Soil  Ax-t  B^  +  Cz  =  D  l'éciuutiori  d'un  plan  quelcunque. 
l'our  trouver  le  nombre  de  points  de  la  courbe  qui  sunl  situés  dans 
ce  plan,  il  suffît  de  remplacer  J:,y,  i  par  leurs  valeurs  en  fonction» 
de  p,  ce  qui  donuera  une  cqualinn  qui,  rendue  raliunnetk,  sera  du 
duiizi^me  degré  en  p;  d'uù  l'on  cunclul  qu'il  j  a  douze  points  dans  le 
plan.  Un  calcul  pai'eil  montre  que  rteuï  suiTaces  du  svsiàme  p  el  p, 
se  roupenl  ^iui^-iinl  une  li;ine  du' douzième  ordre. 
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dcuxioiiie  ordre.  Goiiuni-  la  (lévclopitablo  focale  csl  du 
liuitîèmc  ordre,  son  ititersectioi)  aveu  la  surCace  pj  csl 
cirt'ctîvcinGiit  du  ircnte-dcuxièm<!  ordre. 

Considérons  un  poiiil  O  du  la  surface  p,  vt  les  deux 
courbes  d' in  ter  sec  lion  de  p^  avec  p  et  f ,  -,  soient  p  ut  p, 
les  coordonnées  du  point  O,  f>  -J-  rfp,  p,  -h  rfp,  les  coor- 
données d'un  point  M  infiniment  voisin  deU.  On  peut 
considérer  M  et  O  comme  les  deux  sommets  opposés  d'un 
parallélog^rainme  dont  les  côtés  OÂ  et  OB  sont  dirigés 
suivant  tes  lignes  p  et  pi  qui  passent  par  le  point  O. 
l'osons  OA  =  rf», ,  OB  =  rf<r.  AOB  =  o, 

dt*=  d>i*+  da\  +  idida,  coso. 

Cherchons  les  équations  des  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  deux  courbes  p  et  p,  qui  se  croisent  au 
point  O  sur  la  surface  pj,  on  aura 

di=  da,.    da  =  —  dii 
ou 

p  — p,=  C,    p-i-pi=C'. 

Si,  dans  les  formules  générales(3),  on  fait  p  +  p,  ^C. 
on  a  r'*£=const.;  et,  en  combinant  cette  é(|ualion  avcr 
l'équation  (i),  ou  voit  que  l'on  a  une  conique  sphériquc. 

Si  l'on  lait  p  —  p,^C.  X  et  |ji  soûl  constants;  la 
courbe  est  par  suite  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
intersection  de  deux  quadrîques  lioinofocales. 

D'où  il  résulte  qu'en  chaque  jwint  de  la  suiTace  p.  il 
passe  :  i"  une  conique  spliérique;  a"  une  courbe  duqua- 
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trîoine  oidre,  in  Un-section  de  deux  (|uadi-îqucs  liomufo- 
cales.  Ces  courbi'S  sont  biss(.'<:tric(!S  des  angles  des  deux 
i.'ourbcs  p  et  p,  ;  telles  constituent  donc  un  système  ortlio- 
gonal  sur  la  suiT»ce  ^3. 

Or  les  foiDiules  relatives  aux  courbes  tracées  sur  une 
surface  sont  beaucoup  plus  simples  lorsque  l'on  raj)- 
[loite  les  points  de  cette  surface  à  un  systènn:  orllio- 
goiial  tracé  sur  la  siii-face.  Nous  prendrons  désormais 
)>our  variables  nouvelles  les  quantités  h  et  v  liées  aux 
precédenies  par  les  relations 


Il  est  bien  évident  d'ailleurs  que  l'on  passera  sans  dif- 
ficulté d'une  équation  entre  «  et  f  à  une  équation  entre 
les  p  et  p,. 

Posons,  j>our  simplifier  l'écriture, 


S. VI 

P,  P'j  V;  h,  l'.  A"}  /,  /',  t  désignant  des  consumes  et 

Ces  deruièras  formules,  qui  donnent  x,j,  z  en  foiic- 
lluii  de  deux  paramètres  u  et  w,  nous  paraissent  les  plus 
simples  que  l'ou  puisse  tiouvei-  pour  étudier  la  géomé- 
trie des  ligues  tracées  sur  une  surface  d'otide  p^. 
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On  rtidéduiia 

,        y  l    du  dw   \ 

ds  =  -  (     "^^       I    -^^—\ 

ds*=EdW-*-GdH-^, 
en  posa  ni 


~ 

2 

(«- 

-p+na 

')(«- 

-p-h 

>A>)(«- 

-p-i- 

ac»)' 

4G  = 

P 

Jiz 

^-- 

-f-r 

«- f 

1 

(«  + 

m)(.v 

M-HI  + 

L-i 

71  H 

.il^_(^_aa*)']|«'-(m--^6')»J[«.-(/« 
L  vt  H  désignant  des  constantes. 

Adoptons  les  notations  du  Oauss,  c'est-à-dire  posons 
dx  ~  adu-h  a'dtv,  dy  =  bdu-t-  b'dw,  di  =  cdu+  c'dw, 
il  vient 


l'osons  aussi 

d*x  =  arfw'+  13,'dudiv-i-  ^div^, 
d'y  =  pdu^-^-n^'dudtf-t-^'dw', 
d's  —  fdu*-\-  ^l' dadiv  -{-•fdiv'; 
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< 

„5) 

-'')■' 

?'= 

/ 

1 

!<"- 

'■)("■- 

/l'i' 

?•- 

-^>r=^. 

Y  = 

"4(1 

-o-' 

Y'  = 

^ 

t 

4  («- 

l-M»- 

*•) 

Y-- 

_f  _ 

M.1 

Soient  A  =&(/ — ci*,  H  =  cn'  —  ne',  C  =  ah'  —  An',  il 
vient 


4  L("-n(»- 


(.('■-'•«.v 


2  f 

4    L"-' 


EnGn  posons 

I  K'=Aa-t-Bp-+-  Cf, 
(7)  F=A.'+B?'+Cf, 

'  G'=  Aa'  +  B?'+CY'; 
on  trouvera  a 


10  L('<-')'(«-'')"('>'-*'i 

,  f-f 

+ îlld 1, 

(«-(■(•(K-'l'C'-'Oj 

1  2^  1  kl'^k'l  +  k'f—k'V^k'l  —  kf 

-   i6  [(«-iKu-fiio-l-K»--*)!».-*')!,.. 


,1,1.0,  Google 


(  i"<i) 

ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DES    LIGNES    DE    COUItBunK 
d'une   SttRFACE    d'onde. 

Oii  sait  que  l'équation  dîHërenlielle  des  lignes  de 
coiirbun;  d'une  surface  est  {voir  Salmon,  Gèométrif, 


ou,  eu  développant, 

(8)  GF'rfw>  +  CGE'— KG')rf«rf«'  -KF'rf«'  =  o; 

et,  si  l'on  remarque  que  l'on  a 

/ËGFrfa»  +  (GE'-EG')d!irf!r,- /KOF'rfaI  =  o. 
ÉQUATION      DIFFÉRENTIELLE     DES    LIONES    ASYHPTOTIQUES. 

L'équation  difTérenlielle  di's  lignes  asyinptutii|ues 
sera 

{SiLMON,  ibid.,  p.  256). 

RAYON    DE  COURBURE    d'uNR    SECTION    NORMALE. 

La  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  à  la  surface  d'onde  fij  passant  par  le 
point  «,  KV  et  par  le  point  infiniment  voisin  u+tlii, 
«•  +  ihv  est 

_  |Kt/H*-f-Grfiv«)V 

^  ^  K'rfH>-t-  2i-'rf«rfii'  +  G'rfii'  ' 
on 

\  =  /iïG 

(Salmon,  ibUl.,  y.  mS:^). 
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Toulcs  les  propriétés  descriptives  démon  Li-ûes  pour 
les  surfaces  précédentes  s'élendeiit  aux  surfaces  obte- 
nues par  une  transformation liomograplii<]ue. Or  IM.Ciiy- 
ley  a  démontré  que  la  aurfacu  des  ondes  ordinaire  n'est 
qu'un  cas  particulier  d'une  surface  qu'il  a  nommée 
léirnédroide  et  dont  il  a  donné  l'équation  en  coordon- 
nées homogènes.  Le  tétraédroïde  n'est  autre  que  la 
transformée  liomograpliique  de  la  surface  des  ondes. 

Ou  peut  donc  conclure  de  ce  qui  jirécèdc  que,  si  l'un 
transforme  par  l'Uomograpliie  les  surfaces  d'ondes  étu- 
diées précédemment,  on  obtiendra  un  système  triple  de 
tétraédroïdes,  Ies<)ucls  seront  inscrits  dans  une  même 
développable  du  liuitième  ordre  et  de  quatrième  classe. 

Mais  le  tétraédroïde  de  M.  Cayley  n'est  lui-même 
<|u'un  cas  particulier  de  la  surface  de  Rummcr  du  qua- 
trième ordre  à  seize  points  singuliers.  Il  y  a  donc  lieu 
d'étendre  les  résultats  préccnlenls  à  ces  dernières  sur- 
faces. 

Oti  sait,  en  effet,  que  la  surface  de  Kummer  à  seize 
points  singuliers  est  la  surface  des  singularités  d'un 
complexe  de  droites  du  deuxième  degré,  c'est-à-dire  le 
lieu  des  points  de  l'espace  où  le  côue  complexe  du  .se- 
cond degré  se  décompose  en  deux  plans  (Klkik,  Mathe- 
matische  Annalen,  t.  Il,  p.  3i6).  On  sait  aussi  que  si 
ce  complexe  du  second  degré  est  formé  par  des  droites 
telles  que  l'on  puisse  mener  de  chacune  d'elles  deux 
plans  tangents  rectangulaires  à  un  ellipsoïde,  la  surface 
des  singularités  est  la  surface  des  ondes  ordinaire 
(Paihvin,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  H, 
|..  368). 

I^  travail  précédent  mo  parait  établir  un  lîen  entre 
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les  (.-oiniilexes  du  sedoiid  degré  el  I<3S  syslèmcs  de  sur- 
laces  liotiiofocalvs. 


m  LA  PARTITION  DES  NOMBRIS; 

Pas  m.  J.-B.  POMEY, 

Soit  proposée  l'équalion 

X,  +  i}.,-t-i\,^...+  ml„z=n, 

?^,,Xj,...,X„  ne  pouvant  recevoir  que  les  valeurs  o  ou  t. 
J'appelle  A™  le  nombre  de  systèmes  dilTércnts  de  va- 
leurs pour  X,,  X,,  ...,  XjB  qui  vérifient  cette  égalité. 
Autrement  dit.  A™  est  le  nombre  de  solutions  de  l'équa- 
tion 

(0  '!"'=»■ 

Voici  quelques  propriétés  des  nombres  A™  : 
Première  proposition.  —  A  tout  système  de  valeurs 

X|,  Xj,  X,,  . .  .,X„  correspond  un  système  de  valeurs  X',, 

X!,,X',,.,.,X^,  tel  que  l'on  a,  quel  que  soit  t ,  Xj -+ Xj  ^  i. 

Dès  lors,  à  la  solution  X|,  Xi,  . . .,  Xmde  l'équation  (i) 

correspond  une  solution  de  l'équation 

7ifm  +  n 


et  cette  solution  est  X', ,  X'j,  . . . ,  X^,  «t  réciproquement. 
On  a  donc  A™=  A™  pour  n  +  i/^  — — ■ 

Deuxihnt!  proposition.  —  l.c  nombre  A^  est  égal  an 
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nombre  de  sohilioiis  de  l' équation 

augmenté  du  nombre  de  solutions  dt:  l'équation 


car  Xm  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  o  et  i .  JVous  avons 
ainsi  partagé  les  solutions  en  deux  groupes  :  dans  le 
premier,  ^n=  o;  dans  le  second,  X„=  i.  Done 

Troisième  proposition.  —  3'atiribue  aux  X  toutes  les 
valeurs  qu'ils  peuvent  avoir;  j'aurai  alors  A^  fuis  le 
nombre  o,  A"  fois  le  nombre  i ,  A^  fois  le  nombre  i  et 

^«(nn-ii  '^"'^  '^  nombre 1  en  formant  toutes  les 

combinaisons  des  deux  signes  -)-  i  et  o  pour  les  X  dans 

X|  +  2X|,-|-...-J-mXm. 

Or  je  formerai  le  Tableau  des  diverses  combinaisons 
obtenues  pour 

X«,  X„_„  X„_„  ....  X„  X„  X,, 
en  écrivant  tous  les  nombres  de  la  numération  binaire, 
et  ayant  soin  de  remplaeer  par  des  zéros  les  chiffres 
manquant    sur  la  gauche;  je  m'arrêterai    an  nombre 
1 1 1 ...  I,  le  nombre  des  unités  étant  m. 
J'aurai  le  Tableau  suivant  : 

X„     X„_,     X„-,     ...     X,     l,     X,    X, 


IV.(S«pt«mbl*  iB85.) 
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Dans  4'.lia<juc  colonne,  j'ai  le  même  nombre  d'unités  ; 
™-'.I)onc 

sl,  =  z>,=...=  i:x„  = 


et,  par  suite,  j  ai 
On  a  «loue 


iAr  = 


■■■"'("t+n 


Quntrilfuie  piopasition.  —  On  vient  de  voir,  dans  le 
cours  lie  la  |>i-ccédeutc  dénwnstration,  ijue  le  nombre 
(les  lignes  <lu  Tableau  (|ui  y  a  été  formé  est  3'".  F)' où 


,1  ''""■ 

Ciii(/iiirmr  proposition.  —  Si  l'on  a  ^^  jÀ/=:N  ei 
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qu'on  remplace  "k,  par  i — X|.  valeur  aussi  admis- 
sible pour  \t  dans  le  syslènic  total  des  valeurs  que  peut 
pnindre  Si).,,  h  toute  valeur  iV  paire  correspondra  par 
cette  subslitulîuu  une  valeur  impaire  jN',  et  réciproque- 
ment. Ou  a  donc 

le  nombre  des  valeurs  paires  obtenues  est  égal  au  nom- 
bre des  valeurs  impaires. 

Sixième  proposition.  —  Supposons  que 

donne  une  valeur  paire  4",  et  snit  Xg-(-).!,=  i,  alors 
),,  +  a),!,-f-, .  .-\-m,\n  donnera  la  valeur  n'z=  ^n-\-^ 
ou  n'=  4"  —  2,suivantque),g  est  nul  ou  égal  à  i.  Celte 
simple  remarque  montre  que  le  nombre  des  valeurs  paî- 
rement  paires  de  Si).,-  est  égal  au  nombre  de  ses  valeurs 
împairemcnt  paires.  Donc 

AJ"— Aïi-i-Ai"  — ...=  o. 
De  même  le  nombre  de  ses  valeurs  delà  forme  4"  +  i 
est  égal  an  nombre  de  ses  valeurs  de  la  forme  4"  +  3,  on 
bien 

Al"— A^-^  A?  — ...=  o. 

Septième  proposition.  —  Je  remarque  (juc,  en  ajou- 
tant d=  3  aux  nombres  6»i,  6(H=hi,  6fM±  a,'6ni±:3,  on 
obtient  des  nombres  de  la  forme  6nt±3,  timipa, 
6m  :p  1,6m. 

A  une  valeur  d«  ).|  +  2)>j-i-. .  .-j-ni^u  donnant  un 
nombre  de  l'une  des  formes  6m  ou  Gm  ±  i  correspoud, 
pour  Xj-J-V, ^1,  uu  «ombre  de  l'une  des  formes 
6oi±3  etSmi  a,  et  réciproquement.  Donc 

£A;"=2AJf, 
si  1  parcourt  tous  les  nombres  de  la  forme  6»i  ou  bien 
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6ni±\,  j  parcourant   tous  les  nombrils  di:  la  forme 
6m  zt  3  oubieu  6/«±  2. 

/fuit ième  proposition.  —  Ceile-ci  csl  la  plus  impor- 
tante de  toutes. 

On  a 

(r  +  x)(i  +  xr>)...(.  +  ar«) 
=  AJ"-!-  A^'x-i-  A^x*-t-. .  .-t-  AS(w+iia:     ' 

Cette  ii]i;ntilé  est  évidente. 

En  changeant  X  en  -  et  comparant  les  résultats,  en 
faisaiil  X  =  —  1  ou  x  =y' —  1  oux=;  1,  ou  en  prenant 
U  dérivée  des  deux  incmbi-es,  ou  obtient  aisément  tous 
les  résultats  qui  pi-éecdcnt. 

JVi-nvlème  proposition .  —  .Te  pose 

/(r)^(l  +  :r)(,^r'),..(n-ar«l: 

d'où 

loK/"(r)=  lo(;(n-3:)+  iog(i-f-i')-i-. . .+  lop(r -+-««), 


on 

l- :^pxP-^—  pj-''—'-i-pir>l'-'—pX^I'-'-r.... 

<^)uaiid  le  terme  en  .r'^'  peut-il  provenir  du  dévelop- 
ix.'inent  de  ■      -—'  Jl  faudra  qu'oi 


e'est-H-din;  ipic  /)  soit  un  divîseiir  de 
aflecté  dn  eoefïiciinl  ( —  ')*/'■ 
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(  4.3  ) 
Ou  a  doiLu 

eu  posant 


la  soininalioi)  portant  sur  li's  nombres  /»  moindres  <]ue 
m  ou  au  plus  égaux  i  m  et  qui  sont  des  diviseurs  de  i. 

Reaiarquuits  que,  si  le  nombre  des  facteurs  m  croil 
indéfiniment,  p  désignera  un  facteur  quelconque  de  i, 
ainsi  que  -  r  et  (juc,  alors,  on  a 

S  parcourant  tous  les  diviseurs  de  i.  Or,  en  chassant  le 
dénominateur y(j:)  et  égalant  les  coefficients  des  termes 
eu  x'~  ' ,  on  a 

iAT  =  KBt,  +  AV'B(™,-i-  Ai"B;:l,^-. .  .-H  X'/L,  B„ 


ei,  en  posant  liinAf  ^  A,-,  IiinB™=^  j'Bj,  on  aurait 

Cette  formule  de  récurron<;e  fait  connaître  les  A  en  fonc- 
tion des  li  supposés  cunnus  ;  ei  ces  B  représentent  l'excès 
de  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  pairs  de  i  sur 
l'excès  de  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  impairs 
dei. 

Dixième  proposition.  —  Antre  série  récurrente.  On  a 
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ainsi,  vu  oouservaiit  la  significalîon  doDuée  plu5  ))>ut 


fi^f 


:  ii  —  X  +  j-^—  x^ . .  .)(i—  or^-t-  X*  —  X*.  .  .) 


X  (i  — 37»-i-j-',..),  .,(1  — arw  +  jp"".,.), 
et,  en  posant 


^,,  ^3,  .  ..,\m  étant  des  entiers  positifs  pris  de  toutes 
les  façons,  tels  «ju'on  ait 

^[  H-  ^î  -f-  .--■+■  Î-/B  est  le  nombre  des  parties  égalas  ou 
inégales,  mais  hou  supérieures  à  m  dont  la  somme  fait  /, 
et  C"'  est  l'excès  du  nombre  des  décompositions  en  uu 
nombre  pair  de  parties  sur  le  nombre  des  décompositions 
en  un  nojnbre  impair  de  parties. 

Oii  aura,  mi  chassant  le  dénominateur, 

C'f  AJI'-t-  Q'il,  K^ ■■•-*- ^-TK  =  '>- 
Kxemple  1.  —  On  a 


cl  l'on  déduit  de  là  :  le  nombre  des  partitions  paires 
(telles  i|ue  le  nombre  des  parties  soit  pair)  du  second 
ordre  d'un  nombre  de  la  forme  ^n  -\-  i  ou  4"  +-  ^  *^^^ 
égal  n  celui  de  ses  partitions  impaires. 
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Mais,  si  le  nombre  est  de  la  forme  4"  ou  4"  +  i 
l'un  de  ces  nombres  de  partitions  surpasse  l'autre  d'uni 

Exemple  IL  —  O»  a 


On  a,  d'ailleurs, 

-2-[(-.)-ifi-(-o-.j"J. 

Or  on  a 

(-0''^+(-0"-'j 

et  uni!  II 

cl,  par  suite, 

i~ir  +  a;«Xd        3  ^        3 

Cela  jKisé,  en  appelant  A  l'excès  du  nombre  des  parti* 
lions  paires  sur  le  nombre  des  partitions  impaires,  on 
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aura  le  Tableau  suivant  : 


tJ-,ti>^  ,.«..„  =  ,,  .= 


,5„,^j j^       "  +  3    ^    (-!>'■    ^    (-1)  ■ 

=  6™  +  3 i=-'i-±-?, 

—  ' -       ^^^^ 

Jiema/tfue  1.  —  On  a  i^entit[ueinoiiL 


(, -t- „,(,-.-«')... (1. -h  a")      (i  +  a)..,(n-«'-t)      (n-o)...(i  +  a., 


i  +  «)...(wa''-i)  (i-^«j...u  +  n"-')       u +  «)... (I- 


I)oue,  en  appelant  C"  l'exccs  du  nombre  de  manières 
dont  on  peut  décomposer  len  une  somme  d'nn  nombre 
pair  de  parties  entières,  égales  ou  inégales  non  supé- 
rieures à  rt,  sur  le  nombre  des  manières  dont  on  peut  le 
décomposer  en  une  somme  d'un  nombre  impair  de  par- 
ties entières,  égales  ou  inégales  non  supérieures  à  n,  on 
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lira  la  Ibrtnulu  suivante,  pour  i^  it. 


et,  pour  i<[",  il  faut  suppriint-r  li-s  termes  dont  les 
indices  sont  négatifs. 

Remarque  II.  —  Considérons  les  m  nombres  i,  -i, 
3,  . , , ,  m;  on  peut  les  combiner  n  à  »  d'un  nombre  de 
façons  «'gai  à 

Soit  a+  3  +Y~I"*  ■  •+£^<  une  de  ces  combinaisons. 
'^i  pi  fi  *  *  *  1  °  désignant  n  nombres  pris  parmi  les  n  pre- 
miers nombres  entiers.  De  même,  je  combine  par  addi- 
tion les  nombres  de  chaque  combinaison.  Soit  A/  le 
nombre  de  fois  (juo  le  nombie  i  se  trouve  répété.  1* 
signe  S  portant  alors  sui'  tous  les  nombres  analogues  à  i, 
on  aura 

Donnons  n  a  les  valeurs  o,  1,2,  .. . ,  m,  ot  ajoutons 
les  égalités  semblables  à  la  précédente,  nous  aurons,  en 
nous  rappelant  que  )a  somme  des  coefiïcicnts  du  binôme 
est  égale  à  2'",  et  en  désignant  par  B;  le  nombre  des  fa- 
çons de  décomposer  (  en  une  somme  de  parties  entières 
inégales  non  supérieures  à  m, 

3™=  SB,. 
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GÉNÉlULISATrOX  DE  L'IDSKTITÉ  DE  MM.  TCHÉBÏCHKW 

BT  K  POLIGNAG; 

Pai  m.  E.  CESARO. 

1 .  />  (x }  étant  le  produit  des  nombres  premiers,  non 
supérieui-s  à  x,  soit 

on  a  identiquement 

Dans  cette  égalité,  l'r(^)  représente  la  quotité  des 
nombres  entiers,  non  supérieurs  à  x,  et  n'admettant 
pas  de  diviseurs,  autres  que  i ,  qui  soient  des  puissances 
fi.nn  parfaites. 

â.  Sntty(x)  une  fonction  de  X,  généralement  égale 
à  l'unïlé,  sauf  lorsque  x  =  td™,  w  étant  un  «ombre 
premier  quelconque,  et  m  étant  divisible  par  r  :  dans 
ce  cas, y(x}  =  m.  Cela  posé,  désignons  par  a,b,c,.-- 
tous  les  diviseurs  de  œ,  et  évaluons,  en  lonction  des 
facteurs  premiers  u,  v,w,  ...  de  x,  le  produit 

Aa)Ab)/(c).... 
Soi l  x:=  u'^v^wt .  .  ..  On  a 

/(v  ) =/(."") =/(^") = ■  ■  ■ =/{A-ry) = ... 

Il  est  évident  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  diviseurs  de  x 
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|>our  lesquels  la   fontaion  y  soU  dïHëreule  de  l'unité; 
par  conséquent 

/(a)/ib)/ic)...  =  urAA-\A'^]...  =  dr(.T), 
pourvu  que  l'un   représente   par  dÇ(^x)  le  plus  grand 
diviseur  de  x,  puissance  z-'™"  parfaite.  Si  l'on  observe 
<|ue  les  nombres  -  >  ■?  <  -  >  •  •  •  sont  égaux,  dàus  un  cui-- 
tain  ordre,  aux  nombres  a,  £,  c, . . .,  on  peut  écrire 

/a)/(i)/œ--*<')- 

3.  Dans  la  dernière  relation,  faisons  successivement 
X  =  I ,  a,  3,  ■  • . ,  n,  et  multiplions  membre  à  membre 
toutes  les  égalités  obtenues.  Le  nombre  t  entre,  dans 
le  premier  membre,  en  dénominateur,  pour  les  valeurs 
suivantes  de  œ, 

t,  a/,  3(,  ...    \~\ 


et,  par  conséquent,  il  donne  Heu  au  produit 


égal  à  Pr    -^    '  si  l'on  pose 


3)  I'„(r)=/(i)/(ï)/(3).../|>|. 

Faisant  varior  t,  depuis  i  justju'n  »,  on  obtient 


(4)  r, 


'[^]'''[ï]'''[3]-=*<'"''<''-"'<"'- 


4.  La  fonction  P,  estdé/înie  par  la  relation  (3),  que 
I  on  peut  mettre  sous  une  autre  forme.  A  cet  cllet, 
distinguons  parmi  les  x  premiers  nombres  naturels  : 
r"  ceux  qui  sont  des  puissances  «-''■"i*  parfaites  de  nombres 
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premiers,  «l  dont  lus  rarincs  r"'"*'  sont,  par  <M)iiséc|(ietil, 

lous  l&s  nombrt^f  premiers,  non  .lapâriear.i  à  j'";  ci-s 
imiiibri;sdoiiiii!iit  lien,  daus  lu  .sucondineinbit^cle  (3),  au 

produit  p  \x'')  ;  2"  ceux  qui  sont  di's  puissances  (  ar)""" 
parfaites  de  nombres  premiers,  vt  dont  lus  rarines 
(2/)'™"sont,  [inr  consé(\u*^n\.,  tous  le!  nomhrespreniiers, 

non  supérieurs  l't  x"";  ces  nombres  donnent  Heu,  dans 

le  second  meuibi-e  de  (3),  au  produit  p\x"');  3°  etc. 
D'après  cela,  on  peut  écrire 

P.(^)  =  /.(^^);,(:r-)/.(^^'i^).... 
ainsi  que  le  suppose  la  relation  (i). 

5.  Ti- ans  for  mon  s  aussi  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (4).  A  cet  effet,  observons  que,  pouravoirrfr(jr)  =  t, 
il  faut  d'abord  que  a:  soil  un  multiple  de  f  :  il  faut, 
ensuite,  que  le  quotient  dex  par  f  n'ailmelle  pas  de 
diviseurs,  autres  que  1,  qui  soîeul  des  puissances  r'""" 
parfaites.  Le  nombre  des  valeurs  de  x,  non  supérieures 
à  n,  pour  lesquelles  dr(x'j-^  t,  est  donc  égal  à  la 
quotité  des  nombres,  non  supérieurs  à  —  et  n'admettant 
pas  de  diviseurs  autres  que  1 ,  qui  soient  des  puissances 
1'™"  parfaites.  L'identité  (a)  est  donc  démontrée. 

6.  Heinartjue.  —  Pour  r=i,  on  a  Fi(j:)  =  i, 
pourvu  que  x  ne  soit  pas  nul.  Dans  ce  cas,  ou  a  tou- 
jours Fr(o)  ^o.  Conséquemmcnt,  l'identité  (3)  devient 

P,f^|.|>],.,[^]....,..,3...„. 

C'est  l'identité  de  MM.  Tchebychew  et  de  Polignac. 
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Il  est  probabit!  ()ue  l'identité  (a)  conduit  aussi  à 
une  généralisation  des  intéressants  résultats  auxquels 
MM,  Tcliebycli(;w  et  de  Polignac  sont  parvenus,  dans 
le  cas  particulier  de  r-:=i.  Il  convient,  toutefois,  de 
faire  observer  que  P,  n'est  pas  une  fonction  essentiel- 
lement nouvelle,  car  elle  dépend  de  P,  par  la  relation 

La  formule  (?)  exprime  donc  une  propriété  de  la 
fonction  P,  {x)  ^e<C'",  sur  laquelle  nous  reviendrons 
ultérieurement,  en  la  considérant  comme  le  plus  p^tU 
multiple  commun  des  x premiers  nombres  naturels  ('). 

7.  On  reconnaît  aisément  que,  si  l'on  représente 
par  f<>,,t3i,  tsa,  . . .  la  série  des  nombres  premiers  2,3, 
5 , . . . ,  on  a 

Asymptotiquement, 

-w=K-^)(-é)(-è)-=£- 

JVous  déduisons  de  là  ce  tbéorème  : 

La  probabilité  qu'un  nombre  entier  n  admette  pas 
dediviseurs,  autresque  i,  t/uisoient  des  puissances  i'^'"'" 
parfaites,  est  exprimée  par   l'inverse  de  la   somme 


En  particulier,  pour  /■  =;  4)  ou  trouve  qu'iV  y  a  envi 


(')  x(i)  est  la  fonction  de  Tcktbychnv.  D'après  M,  Halphen 
elle  rst  asymptotique  à  x. 
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ron  douze  à  parief  contre  un  i/u  un  nombre  eniier, 
pris  au  hasard,  n'admet  pas  de  diviseurs  bicarrés, 
autres  i/ue  l'unité. 

8.   La  fonnule  (  3 }  peut  être  mise  sous  la  roiine 

el  l'on  peut  alors  vn  déduire,  avec  plus  de  rigueur, 
l'expression  asymptoiique  do  I'V(x).  Observons,  n 
cet  effet,  (jue,  dans  la  second  membre,  les  termesdont 

le  rang  est  supérieur  à  x""  sont  nuls.  Ou  peut  doue,  à 
chaque  quotient  -  1  isubstituer—;eai-,  en  opérant  ainsi, 
on  vient  à  négliger  uue  quantité  certainement  infé- 
rieure à  la  valeur  absolue  de  [ji(  1)4- jJ-{  a)  -f-...-^-[t  ^«''/, 
et,  partant,  d'un  ordre  non  su^térieur  à  celui  de  jr^. 
Conséi|ucnti)ieiil,  si  /'surpasse  1,  on  |>eut  é^rir'e 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE  POIR  L'ADMISSIOlli 
A  L'ÉCOLE  CE!VTRÂIE  EIV  188:1 

(pHEuiÉsB  sessiom); 
SOLUTION  PAR  M.  E.  BARISIEN. 


On  donne  deux  axes  Ox,  Oy,  un  point  A  sur  Ox, 
un  point  lî  sur  Ojr  -. 

(')  La  ronclian  'f-(x),  ^gale  à  zéro  lorsque  x  admet  (1rs  diviseurs 
rarréK,  autres  que  l'unili',  esl  <!galc,  dans  les  autres  cas,  1  ±1, 
^t>liva^tqllC  le  nombre  Acf,  facleura  preinier.i  de  a:  est.  pair  ou  impair. 
(  \  oir  Premier  Mémoire  (l'Arilhniéli'iiie.  ) 
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i"  Former  l'équation  générale  des  paraboles  telles 
ijue,  pour  chacune  d'elles,  Oj  soit  la  corde  de  contact 
des  tangentes  menées  du  point  A,  et  Ox  la  corde  de 
contact  des  tangentes  menées  du  point  B. 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  do  cha- 
cune des  ]Hiraboles  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe 
par  un  point  H  donné  sur  Oy. 

On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géomé' 
triques  suffisant  pour  pouvoir  tracer  le  lieu,  et  l'on 
cherchera  comment  doit  être  placé  le  point  H,  pour  que 
le.  lieu  se  réduise  à  des  droites. 

3"  Déterminer  le  paramètre  vaiiable  que  renferme 
l'équation  générale  du  i",  de  façon  qu'elle  repré- 
sente une  parabole  passant  par  un  point  donné  l*,  et 
chercher  dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver 
le  point  P,  pour  que  le  problème  soit  possible. 

I. 

Soient  OA  =  «,  Oli  =  ft,  OH  =  h. 
L'é(]uation  générale  d'uiic  jiaraboleest 

(i)  (Ax-HBj')*+aDa;  +  aE7-!-i  =  o. 

La  polaire  d'un  |)oîiit  (x,j)  a  pour  ét|uatîoti 

{Ax-t-B^)(AX-i-BY)-\-D(X  +  3-)-t-E(Y-+-_>-)-n  =  o: 

l'éijualion  dv  la  polaire  du  jMiiut  A  est,  par  suite, 

Aa(  AX -(- BYI-i- D(X -(- o) -+■  RY -f- I  =  o 
ou 

X(  A»a  +  D)  +  Y(ABa:  ^-  E)  +  Dn  -t-  i  =  o. 

l'our  tjiiu  ci;tte  di-oito  se  cniifoiide  avirr  l'axe  des  r,  il 

faut  qiio  l'on  ail 

(5)  |>^  +  i  =  «, 

n>  AB"-)-K  =  o. 
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{M  ) 
Pour  que  la  polaire  du  point  B  soit  l'axK  Jcs  a;  il  faut 
(jue  l'on  ait  de  intinic! 

(4)  E6  +  i  =  o, 

(5)  AB6-<-D  =  o. 

II  semblerait  que  les  quatre  relations  (a),  (3),  (4))  (5) 
vont  donner  tes  valeurs  de  A,  B,  D,  E;  mais,  eu  lenant 
compte  des  équations  (a)  et  (4),  les  équations  (î)  et 
(5)  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Nous  avons 

D=— i,     E=-j,     ABa6  =  i. 

L'équation  générale  des  roniques  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'éuoncé  est  donc 


A  et  B  étant  liés  par  la  relation 
(■j)  XBab  =  i. 

II. 

(Ax-HBr)  =  o  représentant  la  direction  de  l'axe 
de  la  parabole,  l'équation  d'un  diamètre  passant  par  le 
point  H  est 

(8)  A3-4-B(7- A)  =  o, 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  suffit  d'éliminer  A  et  B 

entre  (6),  (7)  et  (8).  Or 

A      _  B  _  Aj^h-B^  _    _  /ÂB        _  I 

Donc 

En  égalant  reue  valeur  de  (A  j- +  Bj)'  à  celle  donnée 
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(  4»5  ) 
parrûqualiou  (6),  il  vient,  pour  l'équalioii  du  lieu, 

ktT         _/ix       iy         \ 
ab(h~y)       \a    ^  b  ) 

ou,  en  ordonnant  et  réduisant, 

(g)     aaj''+  ibxy  —  lix{-ib  —  A)  —  "yib  +  ^k')-\-abk  = 

Cti  lieu  est  donc  une  liyperbole  passant  par  les  Ir 


Les  équations  du  centre  sont 

iùy  —  /ii2b  —  h)  =  u, 
ibx+  'lay  —  a(b -i- ik)  =  o. 

Uii  construira  donc  facilement  le  centre  et,  par  suite, 
les  asymptotes  dont  les  directions  sout  parallèles  aux 
droites  représentées  par Icquation 

y(bx-\-ay)  =  o. 
Calculons  le  discriminant  A  de  la  conique  i-epréscntéc 
par  l'équation  (9). 
On  a 

a^^a^''(^^-^>'      ^^l^-^K-^b-hyb  +  ih)  ^  ^^,.^ 

et,  en  réduisant, 

Il  en  résulte  que  l'iiyperbole  se  réduira  à  deux  droites  ; 
1"  Pour  A  ^u,  l'équation  (1^)  devient 

y{ibx  +  xay  —  ab)  =  v. 

2"  Pour  }i  =  b,  l'équation  (9}  devient,  dans  ce  cas, 

{■ty  —  h](bx  +  ay  —  ab)  =  o. 

A,m.  de  Matkiiuat.,  î'  série,  I.  IV,  (Seplemlire   iB8i.)         2** 
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III 

Exprimons  que  la  parabole  passe  par  un  point  donné 
P(a,P).Ona 

(,o)    (A.+  np)'-^-lS+.  =  ».    .v«     AB=J5. 

Nn  conservons  que  le  paramètre  variable  A.   L'étjua- 
lîon  (lo)  devient 

et,  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  i  A, 

A'<i*6»3'— A»a*(a6a  +  aap  — ai  — »a?)+p*=o. 
Celtn  (équation  en  A*  n'aura  ses  racines  rëellea  que  si 

ou 

(i«p-a*»-a«El  +  a6Kai*«  +  aap-o6)<o 
ou 

(aa  — a)(2fl  — é)(3fcx-i-aap  — a6)<o. 

Si  l«  i>oint  (a,  ^)  est  sur  une  des  trois  droites 

(i)  or  =  —!     y  =  -,     aftn-  i<iy  —  ab  =  a, 

il  n<:  passe  par  ce  point  qu'une  seule  paralwle  satisfai- 
sant à  la  question. 

Soîetii  A'  le  milieu  de  OA,  B'  le  milieu  de  OB  et  C  îe 
milieu  de  AB.  Les  côtes  du  triangle  A'B'C,  représentés 
par  les  équations  (i),  partagent  le  plan  en  deux  régions. 
Si  le  point  P  est  dans  l'intérieur  du  triangle  A'B'C,  on 
dans  les  angles  opposés  par  le  sommet  aux  angles  inté- 
rieurs du  triangle,  il  n'j'a  pas  de  parabole  réelle.  Si  le 
jwint  P  est  dans  le  reste  tlii  plan,  il  passe  deux  para- 
boles réelles  par  ce  point. 
Lu  mfme  question  a  tlv  nhinluc  par  M.  Moirt-Blinr. 
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QIIESTrOKS  PROPOSÉES  PAR  M.  RÉALIS 

SOLUTIONS  DE  M,  FAUQUEMBERGUE, 
Professeur  au  lycée  de  Nice. 

I.    L'éqiiatîuii 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  rnltur 
différent  de  zéro  et  de  ±  4**)  n'"  P^*  *^^  racine  cnlière. 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(■i,a.)»-(;r«-«')'  =  (ia;tH-?)>. 
Or,  on  a  ideiitiquomeiit 

(»«*)'+ (i'-<«')»={:r' -4- ï')'. 

11  en  résulterait  donc 

éi]ualion  impossible,  car  la  dilTérence  do  deux  bicarré» 
ue  peut  être  un  carré. 

Il  y  a  exccptîoa  pourx^ —  a-^o,  x  =  ±  a,  avec  la 
condition  p  ^  o  ou  p  =i  3=  -j  a^. 

JVote.  —  Un  peut  consulter,  au  sujet  de  la  proposi- 
tion que  nous  venons  de  rappeler  et  de  celles  que  nous 
rencontrerons  plus  loin,  le  Tome  II  de  la  77iéoiie tles 
Nombres,  de  J^egendre,  ou  uu  iMémoire  du  i^ebc^gue, 
inséré  dans  le  Journal  de  Liouville  (i853),  sur  la  réso- 
lution des  équations  biquadratiques 

On  y  trouve,  par  exemple,  que  les  équations 
sont  impossibles  en  nombres  rationnels. 
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I^a  plitparl  di;  eus  proimsi lions  sont  également  ilé- 
niontréos  Jans  les  Recherches  sur  l'  .inalyse  indéter- 
mifié>:  de  M.  E.  Lucas  (AIouIins-sur-Allier,  1873). 

II.  L'équation 

dans  laqm-llc  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 

dilférent  de  zéro  et  de  ±  2a^,  n'a  pas  de  racine  entière. 

On  voit  iininëdiatement  que  l'équation  peat  s'écrire 

Sous  cette  forme,  ou  reconnaît  qu'elle  est  impossible, 
excepté  pour  jr^ihaet  P  =  o,  ou  P^±2  x*. 

IIL  L'équation 

ar»+(5a*H-4P)3;'+aa(aa>+p)ar-i-a'— pï  =  o, 
dans  laquelle  a.  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 
différent  de  ±  a*  ci  de  3a',  n'a  pas  de  racine  entière. 
Cette  équation  revient  à  la  suivante 

(j^+  n)'+  4^  =  (ai>-^  iLX  —  ?]*, 
dont  l'impossibilité  est  connue. 

Il  y  a  exception  [lonr  x  =  o,   p  =  ±  a*  et  -r  ^  —  a, 
?  =  3a=. 

IV.  L'équation 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 
différent  de  ±  a*,  n'a  pas  de  racine  entière. 
On  peut  l'é<  rire 

elle  n'est  [wssible  que  pour  ^  =  o,  ^  =  ±  a*. 
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V.  L'é<]uation 

X*—  îil±ia;'-i-a{i»-hp)a;~  *^~  ^*  =  o, 

où  a  et  ^  sont  des  entiers  de  même  parité,  ^  étant  difle- 
rent  de  ±  a',  n'a  pas  de  racine  entière. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

on    reconnaît  qu'elle   n'est  possible  que  pour  x^o. 


SOLITIONS  »ES  NËNSS  QUESTIONS; 

Pau  m.  s.  RÉALIS. 

I.  La  forme  y*  —  (jj'*2'+z*,  oii  j- et  z  sont  diffé- 
rents de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 
(l'-.u„..) 
Cela  étant,  l'équation 

(ar  +  a)v_6{x-Ha)'(^-»'+(^-')'=4(-^»r+p)', 

c'est-à-dire 

est  impossible  en  entiers  x;  ^,  x,  excepté  : 
i"  Pourx= — a;  d'où 

?  =  o    ou    p  =  4''; 
2°  Pour  j-  =  a;  d'où 

De  là  l'énoncé  I. 


II.   Lajbrme  y*+ tij^z''+ s*,  dans  laquelle  y  et  z 
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sont  différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un 

Donc  l'équation 

c'est-à-dire 

^— aB'a;'+4ap3:-(-a*— aP'  =  o, 

est  Impossible  en  enti<ers  a,  ^,  x;  excepté  : 
1°  Pourx^  —  ixj  dausce  cas,  oim 

a"  Pour  X  =  a  ;  auquel  cas  on  a 

p  =  o      ou      p  =  ,<»'. 

m.  La  forme  ^x''+j*,  dans  laquelle  w  et  jr  sont 
différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un 
carré.  (Edleb.) 

Donc  l'éfjuation 

itx<'  +  (x  +  ity  =  (aj;i+  «a-  —  p)", 
c'est-à-dire 

a;»-f.(5oi*-H  4P)t'-H  aii(3«'-l- P)i -t- a»— p»=  o, 

est  impossible  en  entiers  a,  ^,  jr;  excepté  : 
Pour  j:  =  o;  d'où  ^  =  ±  a* , 
Pour  x  =  —  3c:  d'où 


IV.  La  forme  ax'-t-^*,  dans  laquelle  x  est  diffé- 
rent de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 

(EoLEB.) 

D'après  cela,  l'équation 

2iC»+  (l—  »)-  =  (a37'— ij:—  P)>, 

c'est-à-dire 

ir»-(5a'  +  4P)^'+a3(ai«-(-P)a:  — (at— P»)  =  o. 
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lie  peul  èlve  véiilîée  en  nombres  entiers  a,  p.  x,  excepté 
pour  X  =  o  ;  d'où  p  =  ±  a*. 

V.  hafonney" —  4>^*>  à^is  laquelle xeit  différenl 
de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 

(EULER.) 

Donc  l'équation 

c'est-B-ctire  l'équation  à  coefficients  entiers 

OÙ  nous  supposons  que  a  et  ^  sont  des  nombres  entiers 
de  même  parité,  est  impossible  pour  x  entier,  excepté 
pourx  =  o,  p^±a*. 


NOTE  SUR  LES  SOLUTIONS,  EN  NOMBRSS  ENTIERS. 
DE  L'ÉOIATION 


OU  L'ON  SUPPOSE  a>  IMPAIR  ('). 

Four  que  — -^ —  représente  un  nombre  entier,  il  faut 
évidemment  que  le  chifTre  des  unités  simples  du  nombre 
impair  x  soit  7. 

En  posant 

x  =  lOM-t-;. 
il  vient 

x'-\-i  =  to'rt'+  S.y.io'n»-»-  3.7'.  ion  -f-  Ujâ. 
(')  Question  pmpuscc  par  iiD  \bonoé  iiiii>  .\ouvellet  Annales. 
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Les  Jeux  termes  to'n^,  i.j.îo'a'  sonl  divisibles  par 
5'  et 

3.7".ion  +  345  =  (3.7'.ayi  +  69)5  =  (7«.an-l-aî)i5; 

il  Taut  donc  que  y'.  211  -+-  33  soit  multiple  de  5. 
Or  l'équation 

7'.2/H-a3  =  5.j! 
est  véi-ifiée  par 

d'où 

«  =  4-1-5/, 

l,  nombre  entier  quelconque*,  par  suite, 

ton  —  io-i-5i,     ion-4-7  =  47-t-5o(; 
donc 

ar  =  47  +  Sot. 

Ainsi,  les  valeurs  positives  de  x  forment  une  progres- 
sion arilhinctique  dont  le  premier  terme  est  47.  vt  la 

L'équation  (i)  lait  connaître  les  valeurs  correspon- 
dantes de  y. 

On  voit  que  47  *ist  le  plus  petit  nombre  positif,  im- 
pair, dont  le  cube  augmenté  de  a  est  divisible  par  25. 

(G.). 


.    MUTIONS  DE  (UESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUYEUES  l?iNALBS. 


Question  1436 

Kolri- tirk,  I.  II.  t.  3x:: 

Pab  m.  DHOZ. 

Soient  a,   a';    ù,   l/;  c,  (/  les  points   d'intersection 
à'nne  vonique  et  des  côtés  BC,  OA,  AB  d'un  triangle 
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ABC;  démontrer  que  ies  six  droites  Aa,  Ad*,  Ri,  lïi', 
Ce,  Ce*  enveloppent  une  autre  conit/ue. 

{H.  ScHnOETEIt.) 

Solution. 
Oti  sait  que  les  tangentes,  menées  des  sommets  A, 
B,  C  d'un  triangle  ABC,  à  une  courbe  de  n'  ""  classe, 
rencontrent  les  câtés  opposés  BC,  CA,  AB  respective- 
ment, suivant  des  groupes  de  n  points  a,  a\  a",  . . . , 
b,  b',  £",  . . .,  c,  t^,  t^,  , . .,  tels  tjue  la  relation 

aC'a'C'"  bA'b'X"  cB'c'B"      '     '' 

est  vérifiée.  (Chiisles,  Oeométrie  supérieure,  deuxième 
édition,  p.  355,  §  508.) 

Les  cinq  droites  Aa/,  Bi,  Bt',  Ce,  Ce*  enveloppent 
une  conique  déterminée  ;  on  peut  lui  mener  du  point  A 
une  seconde  tangente,  et,  en  désignant  par  X  le  point 
de  i-cncontre  de  cette  tangente  et  du  côté  BC,  on  aura, 
d'après  la  relation  générale  qui  précède, 


a'B   ftC    6'C  I 
fi'C'FX'b'X", 


(') 

Mais,  entre  les  segments  déterminés  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC  par  cette  conique,  on  a,  d'après  le  tliéo- 
rème  de  Carnot, 


(=) 


a'B   bC  b'C  i 
a-Q'bX'b'X'i 


Les  égalités  (i)  et  (2)  donnent  ^  =  — ^;  il  en  faut 
conclure  que  les  points  X,  a  coïneideul  :  dune  les  six 
droites  \a,  An',  Bi,  Bi',  Ce,  Ct/  enveloppent  une  co- 
nique. 
,\ote.  —  La  même  qiiestioo  a  été  résolue  par  M.  Morel-Blaoc. 


mzecDï  Google 


(  434  ) 

Question  1461 

(.»lr!'rifl,,l.ll.p.».); 

Par  un  ANONYME. 

Par  un  des  points  d'intersection  A  {Jtg-  i)  de  <leux 
hyperboles  èquilatères,  de  même  centre  O,  on  mène 
une  sécante  qui  rencontre  les  deux  courbes  en  B,  B'i 
de  ces  points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BC,  Ï^C 
sur  les  tangentes  aux  deux  courbes,  au  même  point  A; 
démontrer  tfue  l'angle  COC  est  quadruple  de  l'angle 
des  asymptotes.  (E.  Favquzhbekgue.) 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  l'angle  COC  {Jig-  i) 
est  le  double  de  l'angle  CAC  des  tangentes  AC,  AC; 
car  on  sait  déjà  que  ce  dernier  angle  est  le  double  de 


celui  des  asymptotes  (voir  3' série,  t.  IJ,  p.  33a).  Or 
l'égalilé  COC'^  aCAC  résulte  des  con sidéra tio us  sui- 

Soient  A  [fig.  a)  un  point  d'une  hyperbole  cqiiilatère 
dont  O  est  le  centre;  AC  une  tangente;  M  le  milieu 


itizec  .y  Google 


f  ii5  ) 
d'une  corde  AB,  issue  du  point  A;  C  la  projection  de 
i'extrémitë  M  de  cette  corde  sur  la  tangente. 

L'angle  AOM  des  droites  OA,  OM,  menées  du  centre 
au  point  de  contact  A  et  au  milieu  M  de  la  coi-dc  AB, 
est  égal  à  l'angle  CAM  de  la  tangente  et  de  la  corde. 
C'est  une  proposition  connue  (  '  ). 

Mais,  le  point  M  étant  le  milieu  de  l'hypoléDuse  AB 
du  triangle  recUngle  ACB,  l'angle  CAM  =  ACMy  donc 

AOM  =  ACM, 

il  s'ensuit  que  les  quatre  points  A,  M,  C,  O  appartien- 
nent à  une  même  circonférence.  Dans  celte  circonfé- 
rence, les  cordes  AM,  MC  éunt  égales  entre  elles,  les 
ares  sous-tendus  AM,  MC  sont  de  même  égaux^  donc 
l'angle 

AOC  =  iCAM  =  aCAB. 

Ainsi  {_fig-  ■),  on  a  AOC=  aCAB,  de  même 

AOC'=^aG'AB'=aC'AB; 
d'où 

COG'=  2(CAB  +  C'AB)  =  aCAC. 

c.    Q.    T.    B. 

.Vote.  —  MM,  Moret'Blanc  cl  Uarisiea  nnt  rtsolu  la  même  qucs- 
lioD  au  moyen  des  ralculs  de  la  Gùomélrie  analytique. 

(I)  En  ïoici  la  démonstralinn.  Soienl  D  et  D'  les  points  de  ren- 
cunirc    de   l'une  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatére,  et 
des  droites  CA,  MA  proloneées.    On  a  AD  =  OA,   MD'=OM;  par 
suite  les  égalités  d'angles  : 
AOD  =  ADO,     MOD'=MD'0,     MOD'-AOD  =  MD'O  — ADO, 

AOM  =  DAD'=  CAM.  (G.) 
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iHÉOnilt    ET    APPLICATIOHS   DES    SECTIONS   HOMOTHtTIQCES 

i>E  DEUX  <^i:iDniQVES,  par  M.  Ernest  Lebon,  agrégé 
de  l'Uni rei'si té,  iirofossuur  au  lycée  Cliarleniagiie. 
V.r.  in-8,  1884. 

Nous  avons  parcouru  avec  intérêt  et  signalûns  avec  plaÎMr 
ce  Mémoire  de  M.  Ernest  Lebon,  où  sont  réunis  en  un  seul 
corps  et  dépendent  d'une  seule  formule  les  théorèmes  relatifs 
aux  sections  homothétiques  des  diverses  combinaisons  de  deu\ 
quadriques.  On  remarque  dans  ce  travail,  méthodiquement 
composé,  écrit  avec  élégance  et  concision,  <Ies  démonstrations 
généralement  simples  et  originales,  plusieurs  remarques  et 
propriétés  qui  n'avaient  pas  encore  été  signalées,  notamment 
aux  articles  10,  2S,  26,  27,  37,  et,  comme  application,  une 
ingénieuse  méthode  de  recherche  des  sections  circulaires  d'une 
quadrique. 

Grâce  aun  théories  que  renferme  ce  Mémoire,  on  arrive  à 
trouver,  dans  le  cas  de  deux  quadriques  quelconques  ayant  un 
plan  principal  commun,  le  genre  et  les  éléments  de  la  conique 
projection  sur  ce  plan  de  leur  intersection,  avec  autant  de 
facilité  que  dans  le  cas  de  deux  quadriques  de  révolution. 

Nous  pensons  que  cet  Opuscule,  qui  est  terminé  par  plusieurs 
belles  épures  d'application  des  théories  qu'il  contient,  peut 
être  considéré  comme  un  utile  complément  d'un  cours  de 
Géométrie  descriptive  comprenant  l'étude  des  quadriques. 


PUILICATrO^S  RÉCBNTES. 


1.  StiR  l'obigibe  du  honde.  Théories  cosmocomques 
DES  AHciEASET  DES  modernes;  par//,  t'aye,  de  l'Institut. 
2' édition.  Paris,  Gautbier-Villarsj  1885. 
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!2.    Identité  nés  piiihcipes  re  oualiti^.  et  db  polarité^ 
parM.  Gasfon  7'a/7y,  Alger,  Adolphe  Jourdaii,  éditeur, 
iinprtmeur-librairc  de  l'Acadéiuic  ;  i885. 

3.  Revi;e  mensuelle  d'Astronomil!  port-LAiRB,  iir 
MÉTËunoLociE  ET  ni:  Piiïsicjue  du  globe,  donnant  le 
tabic-au  permanent  des  découvertes  et  des  progrès  réa- 
lisés dans  la  connaissance  de  l'nnivers,  publiée  par 
Camille  Flammarion,  avec  le  concours  des  principaux 
astronomes  français  et  étrangers  (août  i885),  —  Paris, 
Oauthier-Villars. 

\.  Amehican  jourmai.  of  Mathkmatics.  Simon  New- 
comb,  edilor^  Thomas Craig,  associate  editor.  Published 
mtder  the  auspices  of  ihe  .ïohns  llopkins  Univcrsity. 
Vol.  VII.  Number  4  (juillet  i885).  —  Paris,  Gauthier- 
Villars. 

5.    BvlLBTTINU    DI    BlBLIOCttAFIA     F.    m     SXOltlA    DELLE 

SciENËE  MATEMATicHE  K  FistcHR,  pubblicato  da  B.  Bon- 
compagni,  socio  ordiiiario  delI'Accademia  [>onti(icia 
de'iVuovi  Lincei;  socio  corrispondente  dcU'Accademia 
dcllc  Scienzv  dell'lstituto  dl  Bologna  ;  délie  It.  Accademie 
délie  Scienzedi  Toriuo,  e  di  Scienze,  l.«tlere  ed  Arti  di 
.Modena,  e  socio  ordinario  délia  R.  Accademia  délie 
Scienzedi  Berlino. 

Touio  XVI,  i884{'). 

Setteubre.  —  Étude  sur  Zarkati.  Second  article.  —  Stetn 
Schneider. 

Supplément  à  la  Notice  mr  un  Ouvr;igc  astronomique  inédit 
d'Ibn  llaitham  (BiiHelliiio  di  bibUografia  e  di  sloria  délie 
Sciense  malematicke  e  ^h'cAb),  t.  \IV,  p.7ai-74'>.  M.  Stein- 
schncider. 

Problàmcs  de  Gi'omclric;  pratique  de  Mj-dorffe,  Ononcés  et 

(  '  )  iVoiivellet  Annales  de   Ifalhématiquei,  y  sitic,  l.  III,  p.  33(i. 
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solutions  publiés  pojrlx  première  fois  par  M.  Charlet  Henry. 

Solutions  des  mCmes  problèmes  tirées  d'Ouvrages  orientant; 
par  M.  Léon  Bodet. 

Ottobbe.  —  Iiitorno  ail  un  discorso  :  Sopra  la  Calamita; 
del  P.-D.  Benedetto  Castelli.  —  Antoitio  Favaro. 

Discorsu  inedito  sopra  laCii/aTniVadelP.-D.Benedetlo  Cas  tellî, 
pubblicato  secondola  lezione  del  i^odice  délia  biblioteca  nazio- 
iiale  diPircnie,  seuone  Palaiina  :  Dùcepoli di  Galileo,  tomo  I. 
Castetli  Benedetto.  —  Notizie  e  Scritto  (carte  igi-ao6.) 

Litterargescbichtltche  Studien  Ober  Euklid  von  J.-L.  Hei- 
lierg,  Dr,  Phil.  Leipzig,  Druck  und  VerlagvonB.-C  Teubner; 
i88a,  in-8°  di  aaS  pagine  (IV,  aaO-  -  -V.  Favaro. 

Annunzi  di  recenti  publicazioni. 

NoVB^iBRB.  —  Ricerche  intorno  a  Paolo  dal  Poeeo  Tosca- 
nelli.  —  Gusiavo  UiieUi. 

Intorno  alla  vita  ed  ai  lavori  di  Sebaatiano  Purgotli.  — 
Andréa  StiaUeii. 

DicEHDHE.  —  Intorno  a  due  quesiti  proposti  nella  raccolia 
intitolata  :  Gicrnale  degli  eruditi  e  ciiriosi  (Anno  I,  vol.  II. 
maggio-ottobre  i8B3).  Padova,  4o55  Riviero  Businiella). — 
B,  Boncompaffni, 

Bibliographie  néerlandaise  bistorico-scientifique,  etc.  Som- 
maire II.  Aperçu  sur  quelques  imprimeurs  et  éditeurs;  par  le 
\J'  Bierem  de  Haan. 

Tomo  XVII,  1884. 

Gknnaio.  —  Intorno  al  :  Tractatut  sphœras  di  Bartolomeo 
da  Parma,  asironomo  del  secolo  xiii,  e  ad  altri  scriiti  del 
medesimo  autore.  —  Enrico  Narducci. 

Tractatus  sphaerce  di  Bartolomeo  da  Parma.  Parti  prima  e 
seconda  (Biblioteca  Vittorio  Emanuele,  codice  Santa  Cfoce, 
n°  Mrt,  carte  47-83.) 

Febbkaio.  —  Tractatus  sphxrx  di  Bartolomeo  da  Parma. 
Parti  prima  c  seconda  (Biblioteca  Vittorio  Emanuele,  codice 
Sauta  Croce,  n°  328,  carte  4--83).  —  (Continuazione). 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Mahzo.  —  Tractatus  sphxrae  di  Bartolomeo  da  Parma. 
Parti  prima  e  seconda  (Biblioteca  Vittorio  Knianueir.  rodirc 
Santa  Croce.  n°  ai8,  cane  47-«3)  (fine). 
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Dî  alcunc  relazioni  ira  Galileo  Galilcj  e  Federico  Ce»i, 
illustrate  con  documcnti  inediti    per  cjra  di  Antonio  Favaro. 

ApRiLE.  —  Aicunt  a^scmoni  <li  C.-F.  Gaust  circa  le  forme 
quadratici  YY-i-ZZ.  Nota  di  Angelo  Genocclii. 

Tlieorcmi  di  Sofia  Germain\aiotRna\ie%\AvL\  biquadratici. 
Nota  di  Angelo  Genocchi. 

Suiia  morte  di  Marco  Feltero,  e  sopra  alcuni  particolari 
délia  viu  di  Galileo.  Nota  di  Antonio  Favaro. 

AnnuDii  dt  recenti  pubblicaiioni. 

Maocio.  —  Intorno  ad  una  proposiïione  inesatta  di  Sophia 
Germain.  —  A.  Genocchi.  —  5.  Realis. 

Pierre  de  Carcavy  intermédiaire  de  Fermai,  de  Pa<^cal  et  de 
lluygens,  bibliothccaire  de  Colberl  et  du  roi,  directeur  de 
l'Académie  Aefi  Sciences;  par  M.  Charlet  Henry. 

GiUGNO.  — Pierre  de  Carcavy  intermédiaire  de  Fermât,  de 
Pascal  et  de  Huygens,  bibliothécaire  de  Colbert  et  du  roi, 
directeur  de  l'Académie  des  Sciences;  par  M,  Chartes  Henry 
(line). 

Annunzi  di  recenti  pubblicaztoni. 

LuGLio.  —  Correspondance  de  René-François  de  Slute, 
publiée  pour  la  première  fois  et  précédée  d'une  introduction, 
par  M.  C.  Le  Paige,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à 
riiniversité  de  Liège  (continuazione). 

Agosto.  —  Correspondance  de  René-Françoii  de  Situe, 
[lubliée  pour  la  première  fois  et  précédée  d'une  introduction, 
par  M.  C.  Le  Paige,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à 
l'Université  de  Liège  (continuaxionc). 

Annunzi  di  recenti  pubblic. 


\.    AtTI    nRl.L&     RRALF.    AcCADEMtA    DEI    LlHCEI,    BDDO 

CCLXWU,  i884-iS8ji  surie  t|uiDta.  —  RendicoDti 
pubblicaii  per  oura  dt;i  Suoretarî.  —  Volume  I,  fascî' 
coio  la".  —  Sedula  lîel  17  maggio  i883.  Roma,  lipo- 
grafia  (lulla  It.  Accadeinia  de!  Lincei,  i885. 

Tirages  a  part. 
Nombre  e-xact  des  variations  gagnées  ou  perdues 
dans  la  muUiplication  du  polynôme  f[a:)  par  le  binôme 
j:*±rt,-parM.  D.  Asdré,  a8  juillet  1884. 
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ylbaissement  des  limites  fournies  par  la  règle  des 
signes  d«  Descaries;  par  M,  I).  Ait-nnÉ,  a8  juillet  1884 
(Estraii  J(!S  Comptes  rendus). 

Note  sur  les  raccordements  paraboliques;  par 
M.  n'OcAGNE  (Extraits  du  Mathesis,  L.  V,  i885). 

Procédé  nouveau  de  calcul  graphique;  par  -M.  d'O- 
cAciiE  [y/nnales  des  Ponts  et  Chaussées,  novembre 
1884). 


Ql'ESTIONS. 


1043.  Si   l'on  considère   les  trois  normales  1 
d'un  point  à  une  parabole  et  le  triangle  formé  ei 
liant  les  tangcnuts  à  leurs  pieds  ;  si  l'on  suppose  e 
que  le  point,  d'où  l'on  mène  les  normales  à  la  parabole, 
se  déplace  sur  un  diamètre  de  la  courbes  : 

1°  Tous  les  triangles  des  tangentes  ont  leurs  sommets 
sur  une  même  liy[>erbole  équilalère; 

3°  Tous  ces  triangles  ont  même  point  do  rencontre 
des  trois  hauteurs; 

3°  Les  cercles  des  neuf  points  de  ces  triangles  passent 
par  le  sommet  de  la  parabole; 

4"  Les  centres  des  cercles  des  neuf  points  sont  sur  un 
môme  diamètre. 

Enfin,  comme  généralisation  du  a", 

5°  Si  l'on  considère  trois  normales  quelconques  à  une 
parabole  (ne  se  coupant  pas  au  même  [joint),  le  point 
de  rencontre  des  bautcurs  du  triangle  des  normales  et 
le  point  de  rencontre  du  triangle  des  tangentes  sont  sur 
uu  même  diamètre.  (Cmalliac.) 
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Ler  DE  PROBABtLITÉ  IBS  ÉCARTS; 

Pab  m.  PETICOL, 
CapiUinp  d'ArliUerie  de  Marine. 


Nous  étudions  cette  loi  pour  des  expériences  d'un 
geora  particulier,  pour  lesquelles  la  probabilité  de 
ehaque  écart  peut  être  facilement  calculée,  sans  que 
l'on  ait  besoin  de  recourir  à  aucune  loi  précouçue,  ni  à 
aucune  liypotlièse;  puis,  cette  loi  une  (ois  trouvée,  pour 
ce  cas  particulier,  nous  l'appliquons  par  analogie  à 
toutes  les  expériences. 

Voici  en  quoi  consiste  cette  expérience  :  nous  jetons 
en  l'air  m  pièces  de  monnaie  (pour  cette  théorie,  il  faut 
supposer  m  pair),  et  nous  comptons  à  terre  le  nonibi-c 
de  piles  et  le  nombre  de  faces. 

L'expérience  type  est  celle  qui  donnera  autant  de  piles 
que  de  faces  ;  quand  l'expérience  donnera  n  piles  et  m  —  n 

faces,  elle  présentera  un  écart  égal  à n  :  ainsi,  si 

l'on  jette  dix  pièces  en  l'air  et  que  l'on  tourne  trois  piles 
et  sept  faces,  l'écart  de  cette  expérience  est  deux.  Le 
plus  airand  écart  que  l'on  puisse  rencontrer  est  —  :  il  a 
lieu  quand  on  tourne  tout  pîle  ou  tout  face. 

Voyons  maintenant  la  probabilité  de  tourner  n  piles 
et  m  —  nfaccs.  La  probabilité  d'obtenir  une  combinai- 
son déterminée  des  n  pièces  supposées  numérotées  i,  g, 
3, . . . ,  m,  telle,  par  exemple,  que  la  première  pièce  soit 
uttcface,  la  deuxième  une  pile,  la  troisième  une  pile,  etc., 

est  évidemment  —  ■ 

a"' 

D'autre  part,  le  nombre  des  combinaisons  que  l'on 

4an.  de  Slathimat.,  %•  série,  (,  IV.  (Oclobre  |H85.)  ^9 
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pcul  former   avec  m  pièces,  en  en    tournant  n   piles 
et  m — n  faces,  est 

m(m-i)...(m-n  +  ,)_ 


car  ce  nombre  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 
de  m  lettres  n  an. 

Par  suite,  la  probabilité  P„  de  tourner  r  piles 
et  m  —  n  faecs  dans  une  expérieiii'e  est 

_i_  ^  m(m-i){ni-2)...{m-7i  +  i)^  p^ 

Cas  particuliers.  —  Pour  avoir  la  probabilité  de 
tourner  autant  de  piles  que  de  faces,  il  faut,  dans  cette 
formule,  faire  n  =^  —  .  ce  qui  donne 


""—>"— "-(t^') 


La  probabilité  de  tourner  m  piles  et  o  face  est  —  - 
En  résumé,  les  probabilités  de  tourner  m  piles  et  o 
.face,  m — 1  piles  et  i  face,  etc.,  jusqu'à  i  pile  et  m — i 
faces,  et  o  pile  et  m  faces,  sont  données  par  les  fractions 


^llO 


On  reconnaît  là  les  coefficients  du  binôtoie  multipliés 
par  —  ■  O»  véi'ilie  que  la  somme  de  toutes  ces  prubabi- 
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lïtës  est  égale  n 


=  (1  +  1)'" 


et,  en  divisant  par 


Applications.    —  Applicjuons  ces    formules    au  cas 
où  m  =:  6.  Les  sept  combinaisons  possibles  sont 


Étant  tes  probabi1it< 


A- 


Sur  une  droite  horizontale,  à  droite  et  à  gauche  d'un 
point  O,  pris  comme  origine,  portons  successivement  trois 
longueurs  égales  représentant  l'écart  i;  en  chacun  de 
ces  sept  points,  élevons  des  ordonnées  proportionnelles 
aux  probabilités,  et  joignons  tous  les  sommets  des  or- 
données par  un  trait  continu  :  nous  obtiendrons  la  courbe 
ei-aprrs. 


Telle  est   la  repiésenUtion   graphique  de    la   loi  de? 
écarts  pour  ni  =  6. 

Ecart  moyen.    —   Pour  avoir    l'écart     moyen    dans 
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l'exomplc  iirc'cédcni,  on  multipliera  chaque  écart  par  sa 
probabilité,  et  l'on  fera  la  somme  de  tous  ces  produits  j 
ainsi  l'écart  3,  correspondant  aux  six  piles,  sera  multi- 
plié par  j'j  ;  l'écart  ■*  par  ^,  ....  H  y  a  un  autre  écart 
3,  correspondant  aux  six  faceset  opile,  etc.,  en  sorte  que 
l'écart  moyen,  dans  ce  cas,  est  égal  à 


Nous  allons  traiter  la  m^me  question  pour  m  quel- 
conque; pour  cela,  il  faut  multiplier  tous  les  écarts  par 
leur  probabilité  respective,  et  faire  la  somme  de  tous  ces 
produits.  Observons  que,  chaque  écart  se  reproduisant 
deux  fois  avec  la  même  probabilité,  suivantquc  c'est  le 
nombre  des  faces  qui  surpasse  celui  des  piles  ou  inverse- 
ment, il  revient  au  même  de  ne  le  prendre  qu'une  fois 
et  de  doubler  la  fraction  qui  représente  sa  probabilité. 


—  — 

m-,) 

a" 

.•a. 3 

".-.....(?.s) 

m 

'"-'■■■  (?-) 
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LVtart  moyen  est  donc  égal  au  produit 


4,.= 


■'-(?-) 


'] 


Faisons  la  somme  des  quantités  entre  parenlhèses  : 
Additionnons  d'abord  les  deux  premiers  termes 

Ajoutons  le  troisième  à  ce  premier  total 
"l"-!)  I  "■(■■'-■'  (5  - .)  =  "■  "»-■)'"'-'' 
Faisons  de  mânie  pour  te  quatrième 

^  in(m-,)(m--,nm-3) 
a. 1.2. 3 

Eu  continuant  ainsi  de  suite,  on  trouvera,  pour  la 
somme  des  quantités  entre  parenthèses,  la  fraction 


■■■("-) 


"  ...3...(?-.) 

Par  suite,  l'écart  moyen  y,„  est  égal  à  (  l'indîcc  m  est 
mis  pour  indiquer  qu'il  s'agit  d'une  expérience  avec 
r«  pièces) 

^^^   (m-i)(«.  -2)(,„-3),,.  (7    '-i) 
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LVxprcssicm  de  l'vcart  moyen  peut  se  meltru  sons 
une  aulrc  TuraLV.  Changeons,  dans  la  formule  qui 
donne  Ymi  "»  «»  "t  +  2.  Nous  aurons 


Par  suile, 


■?(?-) 


Enfiu 

_  I    3.5. ;..  .(m  —  0 
^"'-  j  rTfi     -('"-a)' 

Quand  m  augmentv  indéfiniment,  ^m  lod  vers  o 
en  effet,  on  peut  écrire 

Eu  effectuant  les  multiplications,  on  voit  que  l'on  a 


->ja 


La  somme  des  termes  entre  pareuthèses  augmente  in- 
définiment avec  m;  donc  y„  est  înGni  pour  m  =  x>. 
Mais,  quand  m  tend  vers  00  ,  il  en  est  de  même  de  l'écart 
extrême  —  -  Ainsi,  quand  ou  ne  lixe  pas  de  limite  »  l'é- 
cart extrême  —  et  qu'on  admet  qu'il  peut  devenir  in- 
finiment grand,  bien  qu'ayant  une  probabilité  inGuiment 
petite  —I  l'écart  moyen  n'a  pas  non  plus  de  limite  et 
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tend  vers  l'inCni.  Ci;  résultat  éuit  d'ailleurs  évident  a 
priori. 

Quand  on  fait  variur  le  nombre  m  des  pièces  de  mon- 
naie, le  rapport  de  l'écart  moyen  à  l'écart  extrême,  que 
nous  appellerons  Km,  varie  également.  Ou  a 

_T:._  ■■3.5...(m-.), 
•'"-^-       ..i.6...m      ' 

ainsi 

■      K,=  i,     Ki  =  |,     K,=  ^,     K,=  ^,     .... 

On  peut  remarquer  qucK^  est  égal  à  Pm,  c'est-à-dire  A 

la  probabilité  de  tourner  autant  de  piles  que  de  faces. 
K„  varie  de  ^  à  o,  quand  ni  varie  de  2  à  ki  . 

Considérous  maintenant  les  écarts  quise  produisent 
(lausd'autres  espècesd'expériences moins  mathématiques 
que  celles  que  nous  venons  d'étudier.  Supposons  qu'il 
s'agisse  de  trouver  la  loi  de  répartition  des  écarts  qui  se 
produisent  en  portée,  quand  .on  tire  un  canon  sous  un 
angle  constant.  Les  dillerentes  mesures  que  l'on  fera 
douDeront  l'écart  moyen  et  l'écart  extrême;  on  prendra 
le  rapport  de  ces  deux  quantités,  soit,  {mur  (ixer  les 
idées  :  ^  le  rapport  Irouvé.  Nous  avons  vu,  en  ealcul.mt 
le  tableau  des  valeurs  du  K„,,  que  Ka=^.  On  con- 
clura, par  analogie,  que  les  écarts  se  répartissent  dans 
le  tir  d'un  canon  sous  un  angle  constant  de  la  méjiie 
façon  que  dans  l'expérience  de  six  pièces,  c'est  l'expé- 
'  rienceque  nous  avons  étudiée  en  détail  (vot«'  la  figure); 
OA  représente  l'écart  extrême  en  portée. 

Ou  so  .sert  liabiluellement,  pour  représenter  la  loi  de 
pi-obabilité  des  écarts,  \v.  la  courbe 

dueàLaplaee. 

Cette  rorniulc  suppose  que  les  écarts  peuvent  devenir 
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iiiiiiiis.  C'est  inadmissible;  aussi  allèguu-t-oii  qui;  si  la 
foroiulc  suppose  des  écarts  ti-ès  grands,  ello  leur  donne 
une  probabilité  Irès  petite,  et  qu'elle  peut  £tre  admise' 
€onitue  forniulo  d'approsiinatiun. 

^uus  ne  croyons  pas  celle  approximation  aussi  grande 
qu'on  veut  bien  le  dire.  Eu  ellt;i,  l'équatîon 

tout  en  supposant  des  écarts  infinis,  donne  un  écart 
moyen  fini,  et  nous  avons  trouvé  le  contraire  pour  l'expé- 
rience des  pièces  de  monnaie.  " 

On  pourrait  objecter  à  notre  tbéoric  qu'il  est  bien 
dilticile  de  coanailre  l'écart  extrême,  par  suite  K„;  et 
qu'on  sera  embarrassé  pour  savoir  à  quel  nombre  de 
pièces  de  inoimaie  correspondent  les  expériences  que 
l'on  a  en  vue  [tniidis  qu'avec  la  foroiulc  de  Laplace  on 
n'a  pas  cette  difliculté}. 

Nous  répondrons  que  notre  théorie  ne  permet  pas 
plus  de  résoudre  un  problème  dont  les  données  sont  mal 
dérinics,  que  la  Géométrie  ne  peut  donner  l'aire  d'une 
surface  dout  les  contours  sont  indéterminés;  cela  n'in- 
firme en  rien  son  exactitude. 


QtJESTIOKS  PROPOSÉES  PAR  H.  E.  CESARO. 

1 .  Si  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  on 
mène  des  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle 
inscrit  à  une  circonférence  couceiUrique,  le-  triangle 
formé  par  les  pieds  de  ces  porpeiidi  cul  aires  a  une  aire 
constaiile. 

2.  Soit  ABC  un  triangle.  D'un  point  P,  pris  sur  la 
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bîswctrice  de  l'angle  A,  on  abaisse  los  perpendiculaires 
PA',  PB',  PC  aux  côtés.  Démonlrer  (|ue  les  droitris  PA'. 
B'C  se  coupent  sur  la  médiane  issue  de  A. 

Déduire,  au  moyen  de  cette  propriété,  la  construc- 
tion du  rayon  de  courbure  des  coniques,  due  à  M,  Mann- 
lieim,  de  la  construction  due  ù  M.  Catalan. 

3.  1°  Il  y  a  une  infinité  de  polyèdres,  à  sommets 
triédres,  qui  ne  diffèrent  que  par  le  nombre  de  leurs 
faces  hexagonales  ;  mais  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  ne  dif- 
fèrent que  par  le  nombre  de  leurs  faces  d'un  autre  ordre. 

2"  Il  j  a'  une  infinité  de  polyèdres,  à  sommets  té- 
traèdres, qui  ne  diffëreul  que  par  le  nombre  de  leurs 
faces  quadrangulaires  ^  mais  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  ne 
diffèrent  que  par  le  nombre  de  leurs  faces  d'un  autre 
ordre. 

3"  Il  n'y  a  pas  deux  polyèdres,  à  sommets  peniaèdres, 
qui  ne  difTérent  que  par  le  nombi-e  de  leurs  faces  d'un 
certain  ordre. 

4.  On  considère  une  înfinilé  de  coniques  ayant  un 
contact  du  second  ordre  avec  une  courbe,  en  un  point 
donné  M.  Démontrer  que,  si  l'un  des  foyers  décrit  une 
conique  tangenie  en  M  à  la  courbe,  le  second  foyer 
décrit  aussi  une  conique  tangente  à  la  courbe  au  même 
point. 

3.  On  considère,  en  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face développable,  la  génératrice  recliligne  et  une 
ligne  géudésique.  La  tangente  de  l'angle  de  ces  deux 
lignes  est  égale  au  rapport  entre  les  augles  de  contin- 
gence et  de  torsion  de  la  géodésique,  au  point  consi- 
déré. 

6.   Soient   a,   ^,  f,  .  .  .  les  nombres  piemieis,  qui, 
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dimiuutîs  de  l'unilé,  L'iilrent  un  nnnilirc  impair  île  fuis 
dans  9/1  (*).  L'excès  de  la  somme  des  n  premiers  nom- 
bres de  BernouUi,  sur  la  somme  des  n  nombres  sui- 
vants, est  égal  à  un  nombre  fî/ifte/',  augmoiiLéde 

;  +  ?  +  ,+  ■■■ 

Il  faut  encore  ajouter  ^,  daus  le  cas  de  n  pair. 

7.  Si  l'on  divise  par  le  carré  du  logarithme  de  n 
ie  noiiibru  des  cas  où  l'inverse  d'un  nombre  enlîernon 
supérieur  à  n  a  un  développement  décimal  limité,  le  rap- 
port obtenu  tend  vers 


alogalogS         '  '    ■"' 
lorscjue/i  augmente  indéfiniment. 

8.  Soieutx  et^  deux  nombres  entiers,  variant  sépa- 
rément de  I  à  n. 

i"  Si  0(x,_/}  est  le  nombre  des  diviseurs  communs 
h  X  et j  ,  on  a 

y"n'^^  =  ^  =  .,6U,. 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

a"  Si  S{x,  j)  est  la  différeuee  entre  la  sommedet 
diviseurs  communs  à  x  etj'  et  lelogaritbme  népérieu 
de  i/xj ,  ou  a 


xsi_x.r)  _. 


=  o,8J« 


<  '  )  C'usl-i-Jirc  luU  i|uc  W  plus  %raails  nombres  unlkrs  cuDlunus 
diiui  1  E I  i  ■  ■  -  soient  imiiairs. 
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9.  On  vonsidùri!  une  ligne  à  double  courbure.  Dé- 
montrer que  la  surface  engendrée  par  la  droite,  qui 
joint  deux  points  con-espondaats  d(îs  ai-ètcs  de  rebrous- 
seinent  des  suifaces  rectifiante  et  polaire,  est  toujours 
gauche. 

10.  Soit  ùc  l'excès  du  nombre  des  solutions  entiéfes, 
non  négatives,  de  l'équalion 

ax-^by-c 

sur  -T-  Démon  Irer  que,  si  «augmente  indéGniment, 

,;„  S,-h3,-.-5,  +  . 


=;a-î)- 


11.  Soity(j:)le  uonibre  des  entiers  premiers  avec  x, 
ut  non  supérieui'S  au  reste  de  la  division  de  n  par  x. 
Démontrer  que  l'expression 

tend  vers 


quand  naugmente  indéûnimcnt. 

12.  On  forme  un  déterminant  de  n?  éléments  : 
chaque  élément  est  égal  à  i ,  ou  à  o,  suivant  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  ses  deux  indices  est  ou 
n'est  pas  un  carré  partait.  Soit,  d'autre  part,  *i"iPt.ï... 
la  valeur  du  produit  3.3.4-  •  .n,  décom)iosé  en  ses  fac- 
teurs  premiers.  Démontrer  que  le  déterminant  proposé 
cslégalà{— i}»+P+T+"-. 

13.  On  considère  les  plus  grands  nombres  entiers 
contenus  dans  —  I  -^>  -j  '  -'"  Démontrer  quela  somme 
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des  n  —  I   [)rcmîers  est  égale  à  la  sommu  de  tous  Ifs 
autres. 

14.  La  probabilité  que  deux  nombres  quelconques 
admettent  5  pour  plus  grand  commun  diviseur  est  i—r-^- 

15.  Soit  [<■{«)  une  fonction,  égale  à  +i  ou  à  —  i, 
suivant  que  ;i  est  composé  d'un  nombre  pair  ou  d'un 
nombre  impair  de  facteurs  premiers  inégaux,  autres  que 
l'unité.  Soit  [i(n)^o,  dans  les  autres  cas.  Démontrer 
que 

,i„  tx(i>+Ii(a)+^x(3)H-...+  t^(/i)  ^  36 
n  11* 

si  n  augmente  sans  limite.  On  suppose  |jL(t)^  i. 

16.  Rp  éiapt  le  reste  de  la  division  de  h  parp,  dé- 
montrer que  l'on  a 

limjJj[R,-HR,-^R3-i-...-HR„]  =  i-- =0,1775..., 

lim-î-  rR,-+-JR,  +  iH3-i-...-H  i  R„l  =1—   C  =o,4ia7..., 

lim-i!;  [ri -i-'R!-i' R! -(-...-(- i  Rjl 


lorsque  n  augmente  indéfinîmeut.  C  est  la    constante 
d'Euler,  0,0772. .  .. 

17.  On  considère  les  uuinbres  de  Bernoullj  et  d'Eu- 
ler, définis  (>ai-  les  égalités  synibuliqut-s 

(If -Hl)''  — »'■  =  />. 

(V.  +  i)P  +  [E-t)P=<,. 
Démontrer  la  relation  symbolique 
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■     En  paritculior, 

(aB-vE)P  =  />E^,— (jP  — a)Bp. 

18.  Ayant  pose 

démontrer  la  formuln   * 

19.  Soient  S„  la  somme  des  ^''"""puissances  des  plus 
grands  nombres  entiers  contenus  dans  toutes  les  frac- 
tions de  numérateur  n;  et  o-„  ce  que  devient  cette  somme 
lorsqu'on  n'y  considère  que  les  fractions  irréductibles. 
On  a 

pour  n  infini. 

20.  Soit 

Démontrer  (gue  l'expression 

tend  vers 

a  — C  =  [, 423784.... 

quand  a  augmente  indéfiniment. 

21.  Le  rapport  entre  la  si>mme  des  carrés  des  côtés 
d'un  triangle  et  le  carré  de  la  somme  des  cotés  est  le 
plus  fréifuemmeiit  égal  à  \. 

22.  Quand  une  épicvcloïde  roule  snr  une  droite,  le 
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centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  contact, 
se  trouve  sur  une  ellipse  fixe. 

23.  Quand  une  développante  He  cercle,  ou  une 
chatnette,  roulent  sur  une  droite,  le  centre  de  cour- 
bure,  correspondanl  au  point  de  contact,  se  trouve  sur 
une  parabole  fixe. 

â4.  Classer  et  étudier  les  courbes  telles  que,  quand 
elles  routent  sur  une  droite,  le  centre  de  courbure, 
correspondant  au  point  de  contact,  se  trouve  sur  une 
conique  fixe. 

25.  Ayant  bristî  une  barre  en  n  morceaux,  la  pro- 
babilité que  l'on  puisse,  avctïces  morceaux,  former  un 
polygone, esti—  ^• 

26-  II  y  a  environ  ij  à  parier  contre  8  qu'un  tri- 
angle, de  périmètre  donné,  est  obtttsangle  plutôt  que 
acutangle. 

27.  Toute  médiane  d'un  triangle  est  le  plus  fré- 
ijuenuncnl  égale  au  quart  du  périmètre. 

{A  auiure.) 


COMPOSrTIO\  MATHEMiTIOIIE  POUR  L'ABMISSrON  A  L'ÉCOLE 
CENTRALE  { SECONDE  SESSION,  OCTOBRE  I  %%»  ) 


SOLUTION  PAR  M,  MORET-BI-ANC. 


On  donne  dans  un  plan  un  rectangle  A  BCD  et  un  point 
t/uelconque  P;  pur  ce  point  on  mi-nu  une  droite  de  di- 
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rection  arbitraire  PR;  îles  quatre  sommets  du   rec- 
tangle, on  abaisse  des  perpendiculaires  A  A',  BB*,  CC, 
DD"  sw  cette  droite. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

t"  Que,  parmi  toutes  les  droites  PR  issues  du 
point  F,  il  en  existe  une,  PR',  pour  laquelle  la  somme  ;' 
des  carrés  des  distances  des  quatre  sommets  du  rec- 
tangle à  cette  droite  est  maxima,  et  une  autre,  PR", 
pour  laquelle  cette  somme  est  mininia; 

a"  Que  les  deux  droites,  PR'  PR"  sont  rectangu- 
laires; 

V  Que  le  lieu  géométrique  des  points  P  pour 
lesquels  le  maximum  de  r*  conserve  une  valeur  don- 
née ^l'  est  une  conique,  et  que  la  tangente  à  cette  co- 
nique, au  point  P  est  la  droite  PR';  que,  de  même,  le 
lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  minimum  de  r'  con- 
serve une  valeur  donnée  ).'  est  une  conique,  et  que  la 
tangente  à  cette  conique,  au  point  P,  est  la  droite  PR"  ; 

4"  Que  ces  deux  coniques  sont  homofocales  et  que 
leui's  foyers  communs  sont  indépendants  des  valeurs 
attribuées  aux  deux  paramètres  fi.',  X"^.  Donner  la  po- 
sition de  ces  fbj  ers  et  examiner  en  particulier  le  cas 
où  l'une  des  dimensions  du  rectangle  s'annulerait. 

i"  Je  prends  pour  origine  des  coordunnéus  r(;<.'Uiigu- 
lairtïs  le  centre,  O,  du  rectangle,  et  pour  axes,  des  pa- 
rallèles Ox,  O/,  aux  cùlés  AB,  BC,  dont  je  représente 
les  longueurs  pur  za^'ib  ;  a'^  b. 

Les  cooitlonnées  des  sommets  A,  B,  C,  D  sont  respec- 
tivement 

(-a,-b);  (a.~t>):  (a,+A);  (- n,  +  i). 

Soient  a,  6  les  rnoidonnéi's  du  point  P,  ré(|ualiori 
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A'uae  droite  PR,  issue  de  ce  poinl,  est 

gg.._[(t-^.)-(6-M.)|. 


eu  remarquant  que  l'on   peut  cbauger  le  signv  du  la 
(juantité  élevée  au  carré. 
Il  s'ensuit 

Â]v  V  iJÏF'-i-  00"  V  dF' 

_  j(a'-i-tt')gt'  — 8a6?»H- j(fc'-)-6')_    , 

ou,  ea  chassant  le  dénominateur, 

ou 

équation  qui  donne 


Décomposons  en  facteurs  la  quantité  sous  le  radical, 
cl  à  cet  effet  cherclions  les  raciues  ;■*  do  l'éfjuation 

r*— i(«i-t-6>-)-a'H-6')r"-)-i6(a'i«+ft'a"-f-rt'S>)  =  o. 
Le  eoefliciciit  de  /'*  étant  négatif,  la  plus  grande  ra- 
cine sera  un  maxiunim.  et  la  plus  petite,  un  mÎDiniuin- 
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Du  a 

r'=  a(a'+i'-t-a»H-6') 

±-i\/{ ai-i-  ii-f-  al-,-  6»ji_  4('^ifti^6Ï^r 


Donc 


l(a>-Hi»-(-i»  +  6')-(-2/(a'— i'-l-i«-G')'  +  4a>5> 
est  un  maximuDi  [t^,  ot 


un  minimum  ^*  ('). 

Si  le  point  P  coïncidait  avec  le  point  O,  le  maximum 
serait  4a'  et  le  minimum  4^'i  ^^  gcuéral,  le  point  P 
s'éloignant,  le  maximum  sera  plus  grand  que  4n^  et  le 
minimum  sera  compris  entre  4^*  et  4«*- 


(')  Poor  qae  les  valeurs  de  m  soient  réelles,  il  faut  que  la  quan- 
tité 

-r'-t-4(a'-l-6'-t-a'-*-6')r'-i6(a'6'-i-6'a'  +  a'6') 

soumise  au  radical  soit  positiie  on  nulle,  ce  qui  revient  i 

r<-4(a'-l-6'-l-a'-(-«')/-4-tC(fl-i'+6"a'-)-o>«')^o. 

En  désignant  par  ^*  et  X<  les  valeurs  de  r*  qui  annulent  ce  dernici 

r--4(a-.l-é-+a--+-6-)/--+-i6(a'*'-i-6"a--i-o'6') 


ri-4(a'  +  6'-l-«'+S')r'-(-i6(«'t'-)-6'ï>  +  a-î'5o 
raine  évidemment  les  suivantes  : 

(r'-^')So,  r--V:,o     ou     r'^  n',    et    r-^V, 

<G.) 
Ina.JeVaiUmal..  3*  lérie,  1. 1 V.  (Uctobre  iRSS.J  io 
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'  Pour  le  maximum,  le  cocflîcient  angulaire  de  PR' 


a»_i»4.«i_e'-v'(«'-A'+«'-6' 

>-i-4a»6> 

„t— ii^-a»_6l+0ai_fti  +  al  — 5» 

«+4.'6' 

-aaS 

l^oiir  le  miiiimum,  le  cocfliciunt  angulaire  du  PR*  t 
io'  +  ji'-l" 


a>-6»+a'-6' 

■h  V(  «'-*'+  »'-6M'-t-  4  »'6t) 

«»-*«^-a»-6' 

-V'iaï-fc'+a'— 6')'-f-4a'6" 

d'où  m' m"  =  —  i,cetjui  prouve  que  les  deux  droites  PR', 
PR"  sont  rectangulaires. 

3'  En  regai-daiii  "k*  el  [**  eoraiiie  des  constantes 
a  et  6  comme  des  variables,  et  faisant  disparaître  les 
radicaux  des  valeurs  du  [**  et  X*,  on  a 

et 

4Cl»-46')ï'+4('^'-4a»)6»=(X»-4'>'KÎ-'-4ô*)- 

Ces  deux  équations  représentent  deux  coniques  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  les  axes  des  coordonnées. 
D'après  la  remarque  faite  plus  haut  {'  ),  la  première  est 
une  ellipse,  et  la  seconde  une  hjperliole,  le  grand  axe 
de  l'ellipse  et  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  sont  di- 
rigés suivant  Oy. 

(')  Getle  remarque  est  que  le  maximum  n' est  plus  grand  que  jn-. 
cl  le  minimum  X'  compris  entre  ^  6'  et  4  a'' 
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1^  Cfx-lliciciil  aiigiiroira  tlu  la  tangente  ii  It-Ilipsc 
puiiit  P  «st 

Désignons,  pour  abréger lueiiture,  par  R  le  radical 


_  (a'+  6'-^  a'—  fc'-f-n)[a'+  6»  — (g'—  f.»)  - 

ai'  ' 

fl  par^consétjuent 


_  a»— Aï-(-a'— S'-(- v'<«'  — 6'  +  i»-6>)"-;-  ia'Si 

Pour  riiyp.;rLote,  Il  suflit  de  cliaitgcr  [i»  en  X*,  et  R 
tn  —  R;  ci;  qui  donne 


-  a  ïÊ~         ^  ~^~  ^  *"'■ 

Los  tangentes  aux  deux  conicjucs,  au  point  P,  sont 
donc  les  droites  PR',  PR". 

4°  L'ellipse  et  l'hyperbole  étant  concentnques  et  se 
coupant  orthogonaleinent,  on  pourrait  déjà  conclure 
qu'elles  sont  Uomofocales  ;  c'est  ce  que  démontre  aussi 
la  détermination  dirccU;  de  leurs  foyers. 

Les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse  sont  ^*  '~^^', 
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^  ~        ;  leur  difleronce  (n' —  b'^)  est  le  carre  de  la  dis- 
tance de  cliaoun  des  foyers  au  centre,  ces  foyers  sont 
situes  sur  l'axe  O^',  leurs  ordonnées  sont 

On  trouve  les  mâincs  valeurs  pour  les  ordonnées  des 
foyers  do  l'hyperbole. 

Lorsque  i  =  o,  les  ordonnées  des  foyers  sont  di  a. 

Ix)rsquc  «i  =  o,   les  foyers  sont  sur  Ox,    et  leurs 
abseisscs  sonl  ±  b. 

/Vote,  —  La  mime  qiicstîrm  a  jt^.  nïsotuc  par  MM.  Barisï^n  ;  cl  Giil- 
lardon.  Jacques,  ëtùve  eo  Matlicmatiques  spéciales  au  lyc^  de  Rouen. 


THÉORÈMES  SIR  L'ELLFPSE  ET  L'HVPERIOLB  ÉQUILATàRB; 

Pau  m.  JUHEL-RÉNOY. 


Théouèmb.  —  On  joint  un  point  M  d'une  ellipse  aux 
extrémités  A,  A'  du  grand  axe.  Soient  P,  Q  les  points 
d'intersection  de  MA'  et  MA  avec  la  directrice  relative 
nufo^erY. 

L'angle  PFQ  est  droit  (•). 

liéciproquenienl,  si  un  segment  PQ  de  la  directrice 
est  vu  du  foyer  F  sous  un  angle  droit,  les  droites  QA, 
PA'  se  coupent  sur  l'ellipse. 

En  edel,  l'équation  de  rcllij>se  étant 

les  équations  des  droites  MA,  MA'  peuvent  s'écrii-o 
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Soii  C  lii  point  d'inierseciioii  du  grand  axe  cl  de 
dîrectncc,  on  a 

PC  =  ^(.+  ^)      et      CQ=-i>,(.-^)l 
donc 

PC.CQ=-4.(,-|)  =  ?-;  =  rC'; 

pr  conséquent,  l'angle  PFQ  est  droit. 
Démontions  la  réciproque. 
Soient  PC  =jri  et  CQ  =  ~j) ,. 
On  a,  par  liypollièst-, 

L'équalion  de  PA'  est 


et  l'équation  de  QA 

On  a  donc,  pour  lu  lieu  du  point  de  rencontre  des 
deux  droites, 

équation  do  l'ellipse  considérée. 

Théorème.  —  Soient  M  et  AI'  les  exlrciiiUes  d<!  dt^ttx 
demi-iiinmètres  conjugues  CM,  CM'  d'une  ellipse,  cl  V 
unfoyer. 

La  droite  M' H  parallèle  à  MF  est  tangente  au  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe  conmie  diamètre. 

En  effet,  soient  »^y^  +  b*x- =  a^b^  l'équation  de 
l'ellipse,  et  acosy,  tsina  l'altscissc  et  l'ordonnée  du 
|HiintM;  les  coordonnées  dr  M'  seront  —  rtsin»,  icosa, 
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vl  l'équaiioi)  de  M'H  SL-m 

(i)  b^  iin<f  —{bc  -^-  ay)cosf  =  —  {ab  -^-  ex). 

Pour  avoir  l'équation  de  l'envelopue,  prenons  la  dé- 
rivée de  l'équation  (i),  par  rapport  à  o, 
(a)  b^  cosY  +  (lie  +  o^)sin  ç  =  o. 

Élevons  au  carré  les  équations  (i]ct(2),  et  ajoulons- 
Ics  ;  nous  aurons,  pour  l'équatiou  de  l'enveloppe, 

2-*-t-7*  =  a'— c'=  6', 
ce  <]uî  démontre  la  proposition. 

Théouème. —  Soit  im  triangle  rectangle  inscrit  dans 
une  hyperbole  équilatère  : 

Les  côtés  de  l'angle  droit  AB,  AC  interceptent  sur 
les  asymptotes  deux  segments  dont  les  milieux  sont  sur 
le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  ràiés  AB, 
AC  ;  et  soient  AB  =  n,  AC  =  b. 

L'équation  d'une  hyperbole  équilalèi-c  circonscrite  au 
triangle  sera 

X* — ^'-1-^J"/  —  ax  -h  by  =  0. 

Soit  j'^cx  +  d  l'équation  d'une  asymptote  ;  c  et  (/ 
vérifient  les  équations 

(X— ac)rf  — (H-6c  =  o. 
De  ces  deux  équations  on  déduit,  en  éliminante, 

Or,  pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  il  suDii 
de  faire  voir  que  le  point,  dont  les  cooixlonuées  sont 

d  d  Y 

y  =  -,     x~ =  —  ■'-, 

est  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
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Remplaçons  dans   la   relation   (i)   d   par    sj^*,  el  c 
par  —  ->  nous  aurons  entre  les  coordonnées  x,  y  l'o- 
qnatîon 

qui  représente  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  rec- 
tangle ABC. 

La  proposition  est  ainsi  démontrée. 


ceNceuRS  n'ASMi&siON  a  L'Ëceie  cbktrali  bn  ms. 

PH  EH  1ÈRE  SESSIO;«. 


Géométrie  anafytît/ue. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  el  le 
cercle  représenté  par  l'équation 

(a._a)'  +  (j-fc)«-/-'=o. 

On  considère  la  corde  fixe  AB  menée  par  l'origine  et 
partagée  par  ce  point  en  deux  parties  égales,  et  une 
corde  mobile  CD,  de  direction  constante,  dont  le  coeffi- 
cient angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la 
corde  Gxe  ÂB. 

On  sait  que,  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  on  peut 
faire  passer  deux  paraboles  P,  P. 

Trouver,  quand  ta  corde  CD  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  : 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux 
paraboles  P  et  P'  ; 

2°  Le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  fo^cr  de  cliacunc 
<U'  CCS  paraboles. 
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Un  cylindre  de  révolution,  dont  lu  diaiiiùliu  </i;si<lc 
o^ioSo,  touche  les  doux  plans  de  projcciiuii. 

Un  côiic,  aussi  de  révolution,  a  pour  U-ace  horizon- 
tale uji  c-fi'cle  tangent  à  la  ligne  de  terre,  dont  le  dia- 
mètre est  égal  à  a^,  et  pour  cote  de  son  somutel  ~(i. 

On  proj>ose  du  construire  : 

i"  Les  deux  projections  et  le  développement  de  la 
partie  ïl  de  la  surface  du  cylindre  comprise  dans  les 
deux  nappes  du  c6ne; 

2°  La  projection  liorizontale  et  la  transformé*!  par  dé- 
veloppement de  l'intersection  de  la  snrfacc  2  avec  m» 
plan  [wrpendiculaire  au  plan  vertical,  incliné  de  45" 
sur  le  plan  horizontal  et  passant  par  le  sommet  du  cane. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  obtenir  un  point  quelconque  des  projec- 
tions et  du  dévtiloppeineul  des  lignes  d'iuterscction,  et 
les  tangentes  en  ces  points.  Ces  constructions  seront 
succinctement  expliquées  à  l'aide  d'une  légende  placée 
au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive; 

Titre  intérieur:  Intersecliond'uncône  et  d'un  cylindre. 

Placer  la  ligue  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés 
du  cadre,  à  u*",  1 70  du  grand  côté  inférieur,  et  les  pro- 
jections du  sommet  du  cône  à  o^jiSo  de  la  parallèle  aux 
petits  côtés  du  cadre,  qui  passe  au  milieu  de  la  feuille. 

Triangle. 

G»  donne  deux  côtés  a  et  b  d'un  triangle,  ainsi  que 

l'angle  G  qu'ils  comprennent,  à  savoir 

o  =  fi374i-,35, 

é  =  «6a3-,77, 

C  =  M7°3,Vi3',2. 
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On  demaiidv  de  dé  U;  nui  lier  les  angles  A,  B,  le  côlé  c, 
ainsi  que  la  surface  du  triangle. 

Un  corps  solide  A  tloue  sur  un  liquide  L  à  o",  et  le 
rapport  de  la  portion  de  volume  immergée  au  volume 
total  est  égal  à  C. 

Connaissant  le  cocfCcient  K  de  la  dilatation  cubitjue 
du  corps  A  et  le  coefUcient  moyen  X  <Ie  la  dilatation  ab- 
solue du  liquide  L,  dans  les  limites  de  température  de 
l'expérience,  on  demande  à  quelle  température  a:  l'im- 
mersion commencera  à  ùtre  totale. 

Exemple  numérique. 

C 0,9635484 

X o,oono45 

K 0,00001-^8 

N^ota.  —  On  emploiera  les  logarithmes. 

Chimie. 

1.  Des  propriétés  chimiques  du  chlore.  Application  à 
la  décoloration  des  tissus  d'origine  végétale. 

3.  On  décompose  totalement  du  gaz  hydrogène  bi- 
carboné  par  du  chlore;  on  obtient  de  l'acide  chlorhy- 
driquc  gazeux  et  un  dépôt  de  charbon.  On  demande, 
dans  le  cas  où  l'on  opère  sur  1"^  de  gaz  hydrogène  hi- 
carboné  mesuré  à  0"  et  760""  : 

1"  Quel  volume  de  chlore,  mesuré  à  0°  et  760"",  il 
faudra  employer  ; 

a"  Quel  volume  d'acide  chlorhydriquc,  mesuré  à  o" 
et  760""",  on  obtiendra  ; 

3"  Quel  poids  de  charbon  sera  mis  en  liberté. 
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Eljrdrogène  bîearboné j 

Chlore a 

Acide  chlorhydi'iqui: j 


Poids  de  i'"  à  o°  et  yGa^"  : 

Chlore 3,i8 

Acide  chlorhjdi'iquc i  ,635 

Hydrogène  bicarLoné i.^S-i 

Hydrogène o,o8g58 

Ou  demande  la  solution  du  problème  par  les  deux 
luélhocles  des  équivalents  eu  poids  et  des  équivalents  en 
volume. 


CORRESPONIANCE. 


Lettre  de  M.  G.  Mittag-Leffier,  Afembre  de  V Acadé- 
mie des  Sciences,  Professeur  à  l  '  Université  de  Stock- 
holm, Rédacteur  en  chef  des  Acta  Mathcmatlca. 

Permettez-moi  de  vous  faire  part  de  la  Communica- 
tion suivante  qui  paraîtra  prochainemeut  dans  le  journal 
Acta  Malkematica,  dont  je  suis  le  rédacteur  eu  chef: 

"  Sa  Majesté  Oscar  II,  désireuse  de  donner  une  nou- 
velle preuve  de  l'intérêt  (ju'elte  porte  à  l'avancement 
des  Sciences  mathématiques,  intérêt  qu'elle  a  déjà  té- 
moigné, en  encourageant  la  publication  du  journal  Acta 
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Malhentatica,  qui  su  trouve  sous  son  auguste  protec- 
tion, a  résolu  de  décerner  le  ai  janvier  1889,  soixan- 
tième aiinivprsaîre  de  sa  naissance,  un  prix  à  une  décou- 
verte importante  dans  le  domaine  de  l'Analyse 
matliématique  supérieure.  Ce  prix  consistera  en  une 
médaille,  du  dtx-huilième  module,  portant  reffigie  de 
Sa  Majesté  et  ayant  une  valeur  en  or  de  mille  francs, 
ainsi  qu'en  une  somme  de  a3oo  kronor  en  or  (i  krona 
égale  1  franc  3o  centimes  environ). 

»  Sa  Majesté  a  daigné  couGer  le  soin  de  réaliser  ses 
ioteutions  à  une  Commission  de  trois  membres  :  M.  Cari 
Weierstrass,  à  Berlin;  M.  Cliarles  Hermite,  à  Paris;  et 
le  rédacteur  en  chef  de  ce  Journal,  M.  Costa  Miltag- 
Lefiler,  à  Stockholm.  Le  travail  des  commissaires  a  été 
l'objet  d'un  Rapport  dont  Sa  Majesté  a  pris  connaissance, 
et  voici  les  conclusions  auxquelles  elle  a  donné  son  ap- 
probation : 

»  Pi-enant  en  considération  les  questions  qui,  à  divers 
litres,  préoccupent  également  les  analystes,  et  dont  la 
solution  serait  du  plus  grand  intérêt  pour  les  progrès  de 
la  Science,  la  Commission  propose  respectueusement  à 
Sa  Majesté  d'accorder  le  prix  au  meilleur  Mémoire  sur 
l'un  des  sujets  suivants  : 

n  1.  Etantdonnéunsystùmed'unuombrequelconque 
de  points  matériels  qui  s'attirent  mutuellement  suivant 
la  loi  de  Newton,  on  propose,  sous  la  supposition  qu'un 
clioc  de  deux  points  n'ait  jamais  lieu,  de  représenier 
les  coordonnées  de  cbaque  point  sous  forme  de  séries 
procédant  suivant  quelques  fonctions  conuues  du  temps 
et  qui  convergent  uniformément  pour  toute  valeur  réelle 
de  la  variable. 

»  Ce  problème,  dont  la  solution  étendra  considérable- 
ment nos  connaissances  par  rapport  au  -système  du 
monde,  parait  pouvoir  être  résolu  à  l'aJde  des  utpycns 
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aiia1yti(]iics  que  nous  avons  actucHcmenl  à  notre  dispo- 
silion;  on  peut  le  supposer  du  moins,  car  Lejeuuc- 
Diriclilct  a  communique,  peu  de  temps  avant  sa  mort, 
à  un  géomètre  de  ses  amis,  qu'il  avait  découvert  une 
méthode  pour  l'intégration  des  équations  diËTérenti elles 
de  la  Mi^canique,  et  qu'en  appliquant  celte  méthode  il 
était  parvenu  à  démontrer  d'une  manière  absolument 
rigoureuse  la  stabilité  de  notre  système  planétaire. 
Malheureusement  nous  ne  connaissons  rien  sur  cette 
méthode,  si  ce  n'est  que  la  théorie  des  oscillations  infi- 
niment petites  parait  avoir  servi  de  point  de  départ  pour 
sa  découverte  ('),  On  peut  pourtant  supposer,  presque 
avec  certitude,  que  cette  méthode  était  basée,  non  point 
sur  des  calculs  longs  et  compliqués,  mais  sur  le  déve- 
loppement d'une  idée  fondameutalc  et  simple,  qu'on 
peut  avec  raison  espérer  de  retrouver  par  un  travail  per- 
sévérant et  approfondi.  Dans  le  cas  |)ourtant  où  le  pro- 
blème proposé  ne  parviendrait  pas  à  être  résolu  pour 
l'époque  du  concours,  on  pourrait  décerner  le  prix  pour 
un  travail  dans  lequel  quelque  autre  problème  de  la 
Mécanique  serait  traité  de  la  manière  indiquée  et  résolu 
complètement. 

M  â.  M.  Fuchs  a  démontré  dans  plusieurs  de  ses  Mé- 
5  (*)  qu'il  existe  des  fonctions  uniformes  de  deux 


('}  Voir  p.  ;t5  de  l'tïloge  de  Lrjeunc-Diriclilet  par  Knimmcr, 
Abkandtungen  der  K.  Akademie  der  WÙJenaeha/ten  su  Berlin, 
1860. 

{']  Les  Mémoires  se  trouveni: 

1°  Nachrîchten  van  der  K.  Gesellscha/t  der  [t'ûienicha/ten  :u 
Gôltingen,  février  i88n,  p.  170. 

a'  Journal  /iir  die  reine  und  angewantlte  Malhemalik,  Bd.  89, 
p.  aji.  (Une  traduction  de  ce  Mémoire  se  trouve  dans  le  Bulletin 
de  M,  Darboui,  ï"  série,  t.  iV.) 

i'  .\achrichlen  von  der  K.  Geiellacha/l  der  WitsentchafUn  m 
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variables,  qui  se  rattachent  par  lo  mode  de  leur  géuéra- 
tîon  aux  fondions  ultra-ellip tiques,  mais  sont  plus  gii- 
uéralcs  que  ces  dernières,  et  qui  pouiraient  probabic- 
inent  acquérir  une  grande  importance  pour  l'Analyse,  sî   , 
leur  théorie  était  développée  davantage. 

»  On  propose  d'^obtenir,  sous  forme  explicite,  les  fonc- 
tions dont  l'existence  a  été  prouvée  [)ar  M.  Fuebs,  dans 
un  cas  suffisammenigénéra),  de  manière  qu'on  puisse  re- 
connaître et  étudier  leurs  propriétés  les  plus  essentielles. 

u  3.  L'étude  des  fonctions  définies  par  une  équation 
difTérenticUe  suffisamment  générale  du  premier  oi-dre 
dont  le  premier  membre  est  nu  polynôme  entier  et  ra- 
tionnel par  rapport  à  la  variable,  la  fonction  et  sa  pre- 
mière dérivée- 

»  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  ouveit  la  voie  à  une  telle 
étude  dans  leur  Mémoire  sur  ce  sujet  [Journal  de 
l'École  Pot;)  technique.  XXXVI' Cahier,  p.  133-198). 
Les  géomètres  qui  connaissent  les  résultats  découverts 
par  ces  auteurs  savent  aussi  que  leur  travail  est  loin 
d'avoir  épuisé  le  sujet  diffCcile  et  important  qu'ils  ont 
abordé  les  premiers,  il  parait  probable  que  de  nouvelles 
rccherclics,  entreprises  dans  la  même  direction,  pour- 
ront conduire  à  des  propositions  d'un  haut  intérêt  pour 
l'Analyse. 


Gdlliitgen,  juin  1N80,  p.  fi'\5,  (Traduit  en  français,  Bulletin  de 
M.  Darbouï,  a*  sérip.  l.  IV.) 

4°  Journal /ùr  die  reine  und  angetvandle  Matkematik,  Bd.  90, 
p.  71.  (  AuïSL  dans  le  Bulletin  de  M.  Darlioux,  v-  siirie,  t.  IV.) 

5*  Abhandlungen  der  K.  GeielUcha/t  dcr  W istentchaften  m 
Gôllingen,  1S81.  (Bulletin  i\e  M.  DarliuiiK,  t.  V.) 

G'  Sitsungabericbte  der  K,  Akademie  der  Wisseiischa/ten.  :u 
Berlin,  iHS.!,  I,  p,  507. 

7*  Le  Mémnirc  de  -M.  t'uclis,  inséré  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt,  l.  76,  p.  17';,  a  aussi  quelques  rap|)oris  avec  les  Mïinoircs 
elles. 
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»  4.  On  sait  quelle  lumière  acte  poriôe  sur  la  tliêorie 
générale  des  équations  algébriques,  par  l'étude  de  ees 
équations  spéciales  auxquelles  conduit  la  division  du 
cerelc  en  parties  égales,  et  la  division  par  un  nombre 
entier  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques.  La  trans- 
cendante si  remarquable  qu'on  obtient,  en  exprimant  le 
module  de  la  ibéorie  des  fonctions  elliptiques  par  le 
quotient  des  périodes,  mène  semblableraenl  aux  équa- 
tions modulaires  qui  ont  été  l'origine  de  notions  entière- 
ment nouvelles,  et  de  résultats  d'une  grande  importance, 
comme  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
Mais  cette  transcendante  n'est  que  le  premier  terme, 
le  cas  particulier  le  plus  simple  d'une  série  inflnie  de 
nouvelles  fonctions  que  M.  Poîucaré  a  introduites  dans 
la  Science  sous  la  dénomination  de  Jonctions  Juch- 
siennes,  et  appliquées  avec  succès  à  l'intégration  des 
équations  din'érenti elles  linéaires  d'un  ordre  quelconque. 
Ces  fonctions,  qui  ont  donc  dans  l'Analyse  un  rôle  dont 
l'importance  est  manifeste,  n'ont  pas  été  considérées 
jusqu'ici  sous  le  point  de  vue  de  l'Algèbre,  comme  la 
transcendante  de  la  ibéorie  des  fonctions  elliptiques, 
dont  elles  sont  la  généralisation.  On  propose  de  combler 
cette  lacune  et  de  parvenir  à  de  nouvelles  équations  ana- 
logues aux  équations  modulaires,  eu  étudiant,  ne  serait- 
ce  que  dans  un  cas  particulier,  la  formation  et  les  pro- 
priétés des  relations  algébriques  qui  lient  deux  fonctions 
fucUsiennes,  lorsqu'elles  ont  un  groupe  commun. 

u  Dans  le  cas  où  aucun  des  Mémoires  présentés  pour 
le  concours  sur  un  des  sujets  proposés  ne  serait  trouvé 
digne  du  prix,  ce  dernier  pourra  être  adjugé  à  un  Mé- 
moire mis  en  concours,  contenant  la  résolution  complète 
d'une  question  importante  de  la  iliéorie  des  fuuctious, 
outre  celles  proposées  par  la  Commission. 

»  Les  Mémoires  présentés  au  concouis  devront  être 


:  .y  Google 


(47.  ) 
munis  d'une  «pigrapliu,  ainsi  qtiu  du  nom  cl  de  ['adn^ssit 
de  l'auteur,  sous  jiH  cacliolé,  el  adressés  au  Rédaclcur 
eiicliei'dcs  Acta  Mathematica,  avanl  le  i"  juin  1888. 

M  Le  Mémoire  auquel  Sa  Majesté  daiguera  décerner  le 
prix,  ainsi  que  d'ailleurs  le  ou  les  Mémoires  que  la 
Cummissiou  estimera  dignes  d'une  mention  lionofable, 
seront  insérés  dans  les  Acta  Mathematica.  et  aucun 
d'entre  eux  ne  doit  être  publié  auparavant. 

»  Les  Mémoires  peuvent  être  rédigés  dans  telle  langue 
que  l'auteur  voudra  choisir  ;  mais,  comme  les  Membres 
de  la  Commission  apparticuneut  à  trois  pays  différents, 
l'auteur  doit  réunir  à  son  Mémoire  originaire  une  ira- 
iluction  française,  si  le  Mémoire  n'est  pas  déjà  écrit  en  , 
français.  S'il  n'y  a  pas  de  telle  traduction,  l'auteur  doit 
accepter  que  la  Commission  en  fasse  faire  une  .i  sou 
usage. 

»  La  RéDACTioH  OES  Acla  Mailiemalica.   » 


Lettre  de  M.  A.  Mathieu,  ancien  colonel  d' artillerie. 

Veuillez  mo  permettre  de  faire  remarquer  que  la  con- 
jugaison isogonnle  de  deux  points,  dont  il  est  parlé  dans 
un  artieledeM.d'Ocagne,inséréannumérod'août  188^ 
des  Nouvelles  Annales,  est  identique  avec  le  premier 
des  quatre  modes  de  conjugaison  de  deux  poiuts,  ou  d'un 
point  et  d'une  droite,  dont  j'ai  fait  connaître  eerlaiiies 
propriétés  dans  ce  Journal,  en  t8li5  (3' série,  vol.IV), 
par  trois  articles  publiés  sous  ce  litre  :  Elude  de  Géo- 
métrie comparée.  J'avais  dénommé  ce  mode  de  conju- 
gaison :  Inversion  tiHinèaire,  terme  au<[uil  je  ne  tiens 
d'ailleurs  aucunement;  les  tliéorèines  restent,  et  c'est 
l'essentiel. 

J'ai  été  empêché  par  mes  occupations  de  donner  la 
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suite  qiir  jVtit revoyais  ii  ves  niél)iodvs  de  Iransluriiia- 
lion.  dans  lesquelles  ia  construction  d'une  conique,  par 
points  ou  par  tangentes,  est  ramenée  à  la  détermination 
d'une  droite  qui  est  la  conjuguée  ou  d'un  point  qui  est 
le  conjugué  de  la  courbe-,  mais  je  puis  assurer  aux  lec- 
teurs des  Nouvelles  Annales,  que  le  sujet  pourrait  inté- 
resser, qu'ils  ne  perdraient  pas  leurs  peines  en  Je  tra- 
vaillant. 

Je  vous  demanderai  do  vouloir  bien  faire  rectifier, 
par  errata,  plusieurs  fautes  d'impression  qui  dénaturent 
quelques-unes  des  formules  de  mon  Mémoire  de  i865. 

3'ai  l'iionneur,  etc. 

I  n  Nauvellet 


Page  iç,3.  —  Au  lieu  de  (p,q)  le  cenire  du  cercle  c 
Lriangle,  lues  (  P,  Q)  le  eentrc  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Par  suite,  l'équatiun  de  la  ligne  conjuguée  ou  inverse  de  la  conique 
doit  s'tcrire 

(^-Q)cos{»-i-<.'+a-) 

^Ifme  page.  —  ie» /ormules  {i)  doivent  être  remplaceei  par  let 

-  hMxl 

~       R      \ 


Page  534.  —  Aufiea  de 
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SOLUTIOi\S  DE  QIJESTIOKS 
PROPOSÉES  »A\S  LES  NOLVELLES  AKNALES. 


Question  14itt 

Pab  m.  Louis  M.... 

La  somme  des  restes  du  nombre  entier  n,  divisé  par 
dtacun  des  nombres  entiers  </ui  le  précèdent,  augmentée 
de  la  somme  des  diviseurs  des  nombres  non  supérieurs 
à  n,  est  égale  à  n*.  (E.  Cesaro.) 

Soîeut  '/{■,  t/i,  ■  -  •  1  (//i  It^s  (juctieiits,  el  r,,  r^,  •  ■  ■  ■,  r„ 
les  restes  obtenus  en  divisant  n  succi^ssivemeiit  par  i, 

On  a 


Ajoutons  ces  n  égalités;   il  vient,  en  observant  que 
('„=  o, 

n*=  q,.l-^-q,.1'\-...+  q„.n  ■+■  r, -H  Ti-t-.  . .  +  r„_|. 
D'après  les  égalités  ci-dessus,  la  suite  des  nombres 

r.  a.  3 H 

contient  y,  termes  divisibles  par  i,  i/j  termes  divisibles 
par  a,  , . .,  et,  pour  finir,  ij,,  termes  par  n.  I,a  sommo 
do  tous  les  diviseurs  de  oette  suite  est  donc 
7,.i-t-7..i»-4-...+  y„n. 
L'égalité  précédente  déniontn-  ainsi  le  théorème. 
Kote.  —  M.  Mnrct-Blano  a  rfsolii  la  mi^me  ([iirslion. 
Mua.  dr  Mathémal.,  V  STio,  l.  IV  (Ucloliri-  iN85).  3l 
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Question  1509 

(•olrS-ilr1«,  I.  III,  p.  Mk); 

Par  m.  F.  PISANI. 

ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  sommets 
à  un  point,  O,  de  son  plan,  par  des  lignes  droites  qui 
coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en  A',  B',  C;  soient 


lieu  de  BC  ; 

a'  le  milieu  de  AA'; 

CA; 

b'            .            BB'; 

AB; 

c'             «            GC; 

les  trois  droites  aa',  bb',  ce'  concourent  en  un  point  M, 
centre  de  la  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle 
aux  points  AI,  B',  C. 

Cela  posé,  on  a  la  relation 

OA.OB.OC    _    Ma.M&.Mc 
OA'.OB'.OC  ~  Mo'.Mè'.Mc'     ^  '" 

{H.   SCHRÔTEH.) 

1°  Les  poiuts  c,  £',  a,  milieux  de  AB,  BB*,  BC,  som 
sur  la  droÏLe  ne,  parallèle  à  AC,  el  l'on  a 


(le  môme 
d'où 

ac'        BC 
71=  CK 

cb'  .ac'.ba' 
ba.e'b.a'c 

ba'       CA' 

AB'.BC'.CA' 
B'G.CA.A'II       '■ 

donc  les 

trois  droites  a 

ï',  bb',  cd  concourent 

L-n  un 

mûme  po 

m  M. 

Il  prié  de  faire  la  fîfurc. 
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'â"  Pour  démontrer  que  le  point  M  est  le  centre  de  ta 
conique  qui  touche  les  c6tés  BC,  CA,  AB  du  triangle 
aux  points  A',  B',  C,  remarquons  qu'en  prenant  pour 
axeii  des  x  et  des  y  les  droites  AC,  AB,  et  désignant  par 
a,  6,  y  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle,  les  équations 
de  bb',  ce  sont 

(AB'  — 6)/  —  Ya?+  J&ï  =  o, 

d'où  l'on  lire,  entre  les  coordonnées  x,  y  du  point  M, 
commun  à  ces  deux  droites,  l'équation 

AB'.jr-AC'.3-,=  o, 
qui  représente  la  droite  AM. 

D'autre  part,  l'équation  de  la  droite  B'C  étant 

ÂF  "^  ÂC'  ~  ""  °' 
les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  droites  AM  et 
B'C  sont 

3-  =  JAB',    ^-  =  ^AC', 

I  ce  qui  montre  que  la  droite  AM  passe  par  le  milieu  de 

I  la  corde  des  contacts,  B'C,  des  tangentes  AO,  AB;  donc 

I  la  droite  AM  est  dirigée  suivant  un  diamètrt!  de  la  co- 

i  nique    qui    touche    les    cAtés  du   triangle    ABC   aux 

points  A',  B*,  C. 
I  11  est  clair  que  les  droites  BM,  CM  sont,  de  même, 

dirigées  suivant  des  diamètres  de  cette  courbe;  par  consé- 
quent, le  point  M  est  le  centre  de  la  conique  tangente 
aux  càtés  du  triangle  ABC,  aux  points  A',  B',  C. 

3"  Les  triangles  ABA',  BCB',  CAC  étant,  respective- 
ment, coupés  par  les  transversales  CC,  AA',  BB",  on  a 

OA.AX.BC'=OA'.BC.C'A, 
OB.B'A.GA'=OB'.AC.A'B, 
OC.C'B.AB'^  OC'.BA.B'C; 
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d'où 

OA.OB.OG    _    AB.BG.CA    A'B.BX.C'A 
OA'.OB'.OC  ~  AB'.BC.CA'  AB'.BC'.CA'  ' 
Mais 

A'B.B'G.CA  _ 
AB'.BC'.CA'  "'■ 
donc 

OA.OB.OC    _    AB.BG.CA 
^''  OA'.OB'.OC  ~  AB'.BC'.CA'' 

On  ferait  voir  de  même  que,  daD.s  le  triangle  abc,  on  a 

Ma.Mfe.Mc    _   ab.bc.ca 
Ma'. MA'. Me'  ~  ab'.bc'.ca' 
et,  par  suite, 

M«.Mé.Mc         aaft.aic.aca  AB.BG.CA 


(a) 


Mft'.Mc'       aa6'.2  6c'.ac«'  ^  AB'.BC'.CA' 
Les  relations  (i)  et  (a)  donnent 

OA.OB.OC  Mo. Mi. Me 


OA'.OB'.OC  ~  Ma'.Mfe'.Mc' 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


r  MM.  Morrt-BlaDC. 


Question  1515 


Pah  m.  E.  BARISIEN. 


On  donne  une  ellipse;  les  normales  à  cette  ellipse 
aux  points  P,  Q  se  rencontrent  en  R,  de  telle  sorte  que 
les  droites  OR  e(  PQ  sont  également  inclinées  sur  les 
axes,  O  étant  le  centre  de  l'ellipse.  On  demande  de 
démontrer  : 
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1°  Que  la  partie  de  P(^,  comprise  entre  tes  axes,  est 
de  longueur  constante; 

.2°  Que  les  deux  autres  normales  menées  deR  à  l'el- 
lipse  forment  entre  elles  un  angle  droit. 

(  WoLSTEMHOLME.) 

1°  Soit^nt  {x,^j,]  «t  (xj,  ja)  !es  coordonnées  des 
points  P  ot  Q  ;  (3,  €)  lus  coordoiiuécs  du  point  R  ; 

l'équatiou  de  l'ellipse  ; 

l'équation  de  la  droite  PQ. 

Nous  allous  chercher  la  relation  qui  lie  les  coeffi- 
cients m,  71,  en  exprimant  que  la  droite  OR  a  |K)ur  coef- 
ficient angulaire  —  m. 

Le  point  R  étant  a  l'intcrsectiou  des  deux  normales 
PR,  QR,  on  a,  entre  ses  coordonnées  a,  S,  les  relations 

a'/,  a  —  b*r,5  =  c'xjj'i    ci     a'^ja  —  A'^jS  =  c'jjj^i, 

qui  donnent 


- 

Mais 

.Vi=  m 

.Xi-^n    ( 

■t    yt=mxj-hn 

d 

où 

yt—yt^ 

=  m{^,- 

■T.)     <^t 

■^ty,  —  Ji^i  =  - 

-"(^1- 

e 

t  par  suite 

'  = 

—  c'n 

..       fi              «^^ 

■7i7i . 

D'autre  part,    la  resolution  des  é<juatîons  (;)el(3) 
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conduit  » 

il  en  résulte 

et 

:ciafi  o'(n> —  6') 

Le  coeflicicnt  augulairede  OR  est  donc 
6  _    «'  —  a'  m* 

En  exprimant  que  ce  coefficient  est  égal  à - 


mC««-é») 
don 

(3)  (m'-(-i)n'  =  (o'-H6*)m'. 

Or  la  droite'  PQ  coupe  les  axes  en  des  points  dont 
les  distances  au  centre  O  de  l'ellipse  ont,  respectivement, 

pour  ïaleurs et  n  ;   il  s'ensuit    que   la  partie 

de  PQ  comprise  entre  les  axes  est  égale  à 

Mais,  d'après  l'équation  (3), 

—  /n-  m'  =  /5'+^*  : 

donc  la  partie  de  PQ  comprise  entre  les  axes  est  de 
longueur  constante  <Ja^'\-b^, 

7."  Formons  t'équation  du  quatrième  degré  qui  donne 
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los  (;CH;fliL'i<:iits  angulaires  dus  quatre  normales  à  l'ellipse, 
issues  du  poiut  R  (a,  S).  Il  faut,  à  cot  elTet,  éliminer  x 
et  y  entra  les  équatioDS 

"'^.■- 

\t.  ruprésonlant  le  cociGcient  aagulairc  de  la  normale. 
Le  calcul  conduit  à  l'équatioa 

Si  [JL,  et  [tj  sont  les  coeiBcicnls  angulaires  des  iioi'- 
maies  PR,  QR,  et  [x,  et  ^^  les  coeflicieiits  angulaires 
des  deux  autres  normales,  ou  a,  d'après  l'équation  (4)r 


(S)— 

par  coQséqaeut 

(6) 

a' m» 
[i,.ix,.|j,,.ij,i=  -ji- 

Mais 

donc 

a'y,                  a'y. 

1^1 

■^-t 

x.x.        £ï  V     rti— A» 

Eu  tenant  compte  de  cette  valeur  de  [JLifJii,  la  rela- 
tion (6)  donne 

Il,.[Xi=,-I, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.     • 

.\ole.   —   M.  Launoy,  professeur  au  lycée  i)ii  Pu.v,  cl  M.  iuhcl- 
Heoov,  '>iit  résolu  la  loâine  question. 
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Question  1316 

(•olrJ-HclM   III,  p.  s<t); 

Pab  mm.  g.  DROUOT  et  H.  BAGARD, 
Élèves  du  lycée  de  Bar-le-l)uc  (Mathématiques  spéciales). 

On  mène  la  normale  en  un  point  P  d'une  ellipse 
donnée;  cette  normale  coupe  les  axes  aux  points  Q,  R  ; 
sur  QR  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle;  par  un 
point  quelconque,  S,  de  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  P,  on  mène  des  tangentes  à  ce  cercle  :  démontrer 
que  la  corde  de  l'ellipse  qui  passe  par  les  points  d-e 
contact  soui-tendun  angle  droit,  au  point  {P}  ('). 

(  WoLSTEHHOLME.) 

On  sait  que  les  polaires  des  divers  points  de  la 
droite  PS,  par  rapport  au  cercle  considéré,  passent  par  un 
point  fixe  A,  pôle  de  PS,  situé  sur  la  normale  enPà 
l'ellipse,  et  qui  contient  le  centre  du  cercle. 

Or,  d'apiès  le  théorème  de  Frégier,  la  corde  inter- 
ceptée sur  l'ellipse  par  les  côtés  d'un  angle  droit  ayant 
son  sommet  P  sur  la  courbe,  passe  par  un  point  fixe  de 
normale.  Et  inversement,  toute  corde  de  l'ellipse  qui 
passe  par  ce  point  fixe  sous-tend  un  angle  droit  au 
point  P. 

Donc,  si  nous  démontrons  que  la  corde  correspondant 
dans  l'ellipse  à  la  polaire  d'un  point  particulier  S  de  PS 
sou9-tend  uu  angle  droit  au  point  P,  la  question  sera 
résolue  ("). 


(')  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure. 

(■)  Parée  qu'il  sera  ainsi  démontré  que  le  piiie  A  est  le  point  où 
la  normale  est  rencontrée  par  les  cordes  de  l'ellipse  qui  snus-lendenl 
If  angles  droits  en  P. 
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Considérons  k-  point  S  pour  letjucl  la  polaire  relative 
au  cercle  est  un  <liaDièlre  HL  de  l'ellipse. 

Soient  C  le  centre  du  ceifle  décrit  sur  QR  comme 
diamètre,  el  O  le  centre  de  l'ellipse. 

On  a 
(,)  C.\.CP  =  Cq'=GÔ',     d'où     ^  =  {^; 


il  s'ensuit  que  les  triangles  CAO,  COP  sont  s 

embla 

leur  similitude  donne 

OA       CA       CA 
0P~  CO  ~  CQ" 

D'autre  part,  on  a,  d'après  la  relation  (i), 

CA       CQ       CQ-CA       AQ         ,           OA 
CQ       GP        CP-CQ       QP-     ■'''""     OP 

^§ 

ce  qui  montre  que  la  droite  OQ  est  bissectrice  de  l'augle 
AOP;  par  conséquent  OP  =  OL  ('  ). 

Or,  OP  est  la  médiane  du  triangle  HPL;  donc  ce 
triangle  est  rectangle  en  P,  et  la  proposition  est  démon- 
trée. 

JVole,  —  l.a  nit^nie  quRSlinn  a 
Launay,  professeur  au  lyci'e  du 


Question  1524 

Par  m.  l'abbé  A.  GENElX-MARXm. 

1"  Les  points  oii  les  arêtes  d'une  des  faces  d'un 
tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs 
extérieurs  des  dièdres  opposés  sont  en  ligne  droite; 

(■)  c'est  une  égaillé  (|ue  l'ou  pcul  elTcctivemciit  conclure  de  ce 
que   les   demi-diumùtrcs  OP,    OL    île  l'ellipse   ruriiieiil  des   anules 
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a"  Celte  tlioite  est  dans  le  plan  iliheiiiùné  par  1rs 
points  oit  les  trois  autres  arêtes  sont  renconlréus  par  tes 
plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres  opposés. 
(E.  Cesaho.) 


I"  Soient  R,  P,  Q  les  points  où  les  anUcs  de  1» 
(ace  ABC  sont  rencoiiirécs  par  les  plans  bissecteurs 
extérieurs  dus  dièdres  opposés. 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  d'un  tétraèdre 
divise  l'arête  opposée  en  deux  segments  proportionnels 
aux  faces  adjacentes.  Le  tliéorèmc  est  vrai  aussi  pour 
le  plai)  bissecli-ur  d'un  angle  extérieur  au  tétraèdre. 
(  fotV  solutions  des  problèmes  d'Âmiot,  édition  iS^Î, 
■  p.  25o.) 

D'après  ce  tbéorèmc,  on  a 


ASB 

'  ASC' 


BSC 
'  ASB' 


ASC 
BSC 


d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 
ASB. BSC. ASC 


PB.RC.QA 
PC.RA.QB  ^ 


ASC. ASB. BSC  " 


Donc,   d'après  le  théorème   de  Ménélaiis,  les    Iruis 
points  R,  P,  Q  sonl  en  ligne  droite. 

a"  Soient  M,  N,  O  les  points  on  les  arêtes  S.\,SB,SC 
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sont  rencontrées  par  tus  plans  bissecteurs  iiitûriimrs  des 
dièdres  opposés.  On  a 


B5C 

MA 

ABC 

OS 

ASB 

ASB 

lus 

=  BSC' 

ÔC  = 

ÂÏÏC 

RC 

MA 

OS 

BSC.ABC 

ASB 

KÂ 

JHS- 

ôc  = 

ASB. BSC 

ABC  ^ 

donc  les  trois  points  O,  M,  R  sont  en  ligne  droÏLe.  On 
prouverait  de  même  que  P  est  sur  le  prolongement 
de  ON,  et  Q  sur  le  prolongement  de  MN.  Donc  la 
droite  RPQ  est  dans  le  plan  ISEVO.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Note.  —  La  miime  question  h  l'iô  résolue  par  M.  Valeri,  professeur 
an  Ijcée  royal  de  Modéne. 


Question  1533 

(•Dlr  i-Mrl>,  t.  IV,  p.  Jg.); 

Pa«  m.  J.  ROMERO,  à  Aranda  de  Duero. 
n  étant  un  nombre  entier  positif , 

est  divisible  par  6^. 

(  WoLSTENHOLME.) 

On  peut  énonter  la  proposition  sous  la   forme  sui- 
vante, plus  générale  : 

n  et  p  étant  deux  nombres  entiers  positifs 

o""+Pt+' -(-(«*— i)(n»—  a  —  i)/i  —  a'P+', 
est  divisible  par  [à^  —  i  ) * . 

En  elVut,  si  l'on  attribue  à  n  les  deux  valeurs  entières 
et  positives  m  et  m-\-  i,  on  aura,  par  soustraction,  ta 
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congru en  ce 

f.)       a(«'-  ,)(«"«+'"-iJ+(a>-i)'^o,     |m."l.(a'-i)'] 

D'autru  part,  |>our  n  ==  i ,  on  a 

(2,      «(«•-. )(a'P-i)+(a»-.)«  =  o.     [n.o.l.(o«-i)'|; 

par  cunséqueut,  la  propriélé  éiioiicéo  aura  lîcu   puui 
tuules  les  valeurs  entières  [Wsltives  de  n  (  <  ). 

Kote.  —  MM.  Morct-Blanc,   JuLcI-Rcnoï  et  FauqucDlbergiic  on 
résolu  \i  mtmc  qucstioo. 
M.  Juliel-ltenoy  a  démuDlré  oeUc  propositiun  plus  générale  :  \'c\ 


duns  laquelle  a 

par{o'+ia)'. 

M.   Kauquem; 

M.  Wuhlenhoti 

,n,p»ont  de»  ne 
ne,  en  démonlraii 

.mbres  entiers  positifs,  est  divisible 

unie,    fi«.icralisé   la   propositiun   de 
.1  le  théorème  suivint  : 

m  daignant 

a'-i,] 

'eipressii 

nu 

a""- 

*'+(km 

-a')mn- 

-a' 

fst  divisible  pr 

■•eprèsen. 

lent  lie)  i 

lombrtt  en. 

'ier.  positif,. 

Question  lo36 

Pai 

R  M.  0, 

loï.tsi  RUSSO,  à 

Cantaiaro. 

Dans  la  paraboh,  les  segments  délerminés  sur  deux 
tangentes  issues  il'un  même  point  de  l'axe  peu-  deux 
tangentes  quelconques  sont  égaux.  (D'Ocacme.) 

Soif^nt  AB,  AC  les  tangentes  issues  d'un  point  A  de 

ngruencc  (i)  que,  si  la   propriété 
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On  peut 

conch 

irc 

fncoi 

■e  pour  la 

latciii 

■M 

relie 

propriété 

p<n 

rnlic 

re  posiliiT 

di-  n. 

(  485  ) 
l'axe  d«  la  parabole  considérée  (  '  )  i  DE,  FG  deux  autres 
tangentes  rencoutrani  respectivement  AB  aux  points  I), 
F,  et  AC  aux  points  E,  G,  de  sorte  que  les  segments  dé- 
terminés sur  AB,  AC  sont  DF,  EG. 

On  sait  que,  dans  la  parabole,  la  projection  de  la  partie 
d'une  tangente  variable,  comprise  entre  deux  tangentes 
fixes,  sur  une  droite  perpendiculaint  à  l'axe,  est  con- 
stante (*);done,  en  désignant  par  HM  cl  NLIes  piojec- 
tions  des  tangentes  DE,  FG  sur  la  droite  BC  qui  est  per- 
pendiculaire à  l'axe,  on  a 


et,  supprimant  ta  partie  LM,  commune  à  ces  deux  pro- 
jections, il  vient 

HL  =  MN, 

c'est-à-dire  que  les  projections  des  segments  DF,  EG 
sont  égales  entre  elles.  En  outre,  les  deux  droites  DF, 
EG  sont  également  inclinées  sur  BC;  par  conséquent, 
on  peut  conclure  l'égalité  des  segments  DF,  EG  de  l'éga- 
lité <Ie  leurs  projections  HL,  MN.  c.  q.  f.  u. 
Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Muret-Blanc. 


Question  1538 


pab  un  ano^ymi-;. 

L'aire  du  triangle  formé  par  les  centres  des  trois 
cercles  exinscrits  à  un  triangle  est  égale  an  produit 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(•)  CcUe  projection  est  précisément  la  moitié  de  la  projpction  d<r 
la  corde  des  contacts  des  tangentes  lixes  sur  une  perpcndiciitaire  à 
l'axe.  Cela  résulte  simplement  de  ce  que  le  diamètre  mené  par  le 
point  de  rencontre  de  deux  tangentes  divise  en  parties  égales  la 
corde  des  contacts.  (C) 
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du  périmètre  de  ce  triangle  par  te  rayon  du  cercle 
circonscrit.  (Bahisibh.) 

Soient  M,  IV,  P  les  points  où  les  bissectrices  AO,  BO, 
CO  des  angles  d'un  triangle  ÂBC  rencontrent  la  cir- 
conférence circonscrite  à  ce  triangle  ('),  et  Cf,  C,  (y 
les  centres  des  trois  cercles  exinscrits,  respectivement 
tangents  aux  côtés  BC,  CÂ,  AB  ou  a,  h,  c;  je  vais 
d'abord  démontrer  que  les  points  M,  N,  P  sont  les  mi- 
lieux des  droites  00,  00%  00". 

Dans  le  triangle  OBVI,  chacun  des  deux  angles  BOM, 
OBM  est  égal  à  "^  ;  donc  MB  =  MO  ;  mais,  le  tri- 
angle OBO*  étant  rectangle  en  B,  MO'=MB;  donc 
MC^  MO,  et  par  conséquent  le  point  M  est  le  milieu 
de  OO'.  On  dénioutrerait  de  même  que  les  points  P(, 
P  sont  les  milieux  des  droites  OO",  OO". 

Cela  étant,  les  égalités 

0M  =  {00',     ON  =  JOO",    OP  =  iOO" 

donnent 

.MN  =  JO'O',     MP  =  JO'O",     VS  --={O'0'" 

et,  par  suite, 

aurf.0'0'0"'  =  4MNT'. 

Reste  à  faire  voir  que,  en  désignant  par  R  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  par  7.p  le  périmètre 
de  ce  triangle,  on  a 

su^f.M^P  =  ^p.R. 

Soit  C  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  Les 
rayons  CM,  C'N  étant  respectivement  perpendiculaires 
aux  milieux  des  cordes  BC.  CA,  l'angle  MC'N  est  le 

(')  Le  Icotcur  rat  prié  ilc  Taire  la  figure. 
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suppitmeiil  de  l'anglu  C;  il  en  résulte 

surf.  CM  N  =  iR'sinC  =  iRsinCx  K=  laR. 

Uii  aura  J«  inèiue 

C'MI'  =  iiK,     G'NI'  =  JnR: 
donc 

C'MN  +  C'MP  +  C'NP,     ou     MNP  =  ''  R. 

c.    Q.    F. 
A'ote.  —  Li  même  question  a  Éli  réw)lue  par  MM.  Morel-Blanc;  ! 
Kenoy:  A.  Bussani,  professeur  au  lycée  de  Padour. 


QUESTIONS. 

15k).  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  ti-ois 
rayons  vcctcnrs  faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  et 
en  leurs  milieux  on  élève  des  perpendiculaires  qui>  en 
se  rencontrant,  forment  un  triangle  équilatéral. 

Démontrer  que  le  lieu  <Iu  centre  et  l'enveloppe  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  sont  des  cercles. 

(E.  Fauqvembebgue.) 

1547.  Soient  A  A',  BB'deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse;  MM'  un  diamètre  quelconque  :  les  pôles  des 
quatre  droites  MA,  MA',  M'B,  M'B'  sont  situés  sur  une 
hyperbole  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse,  et  est  tan- 
gente, en  ce  point,  au  diamètre  MM';  le  centre  de  cette 
courbe  est  situé  sur  l'ellipse,  et  ses  asymptotes  sont  pa- 
rallèles aux  droites  AA',  BB',  respectivement. 

(Gektt.) 

io-iS.   Prouver  que 

(C»-.^,,-pxC,;,.p)'  ^  ^^^.^^ 

(Catalab.) 
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lol9.  Une  olltpsi!  de  grandiiur  invariable  (dcmî-axcs 
a,  b)  se  déplace  de  façon  à  rester  tangeiile  à  une  drolle 
donnée  en  un  point  donné  ;  démontrer  que  le  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  celte  ellipse  est  une  courbe  fermée 
du  quatrième  degré,  dont  l'aire  a  pour  expression 

(E.   BjlItlSIEH.) 

1550.  Étant  donnés  un  cercle  fixe  et  une  droite  tour- 
nant autour  d'un  point  fixe,  on  considère  un  cercle  de 
rayon  constant  tangent  au  cercle  et  à  la  droite;  on  de- 
mande le  lien  du  point  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la 
droite.  (  D'Ocacke.) 

13ol.  Trouver  une  courbe  plane,  telle  que  le  produit 
des  distances  d'un  point  fixe  à  deux  de  ses  tangentes  pa- 
rallèles soit  constant. 

Les  coniques  à  centre  sont  des  cas  particuliers. 

(IU,...,«.) 

lo52.  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  équi- 
latère,  un  point  de  la  courbe  et  une  circonférence  lan- 
geutc  à  l'hyperbole;  déterminer  ses  axes  et  ses  foyers. 

(A....) 

1553.   Soient  A,  B,  a,  b,  c  des  nombres  entiers  posi- 
tifs, et  looa -h  loè -h  c  divisible  par  loA+B:  dé- 
montrer quecA' —  èAB-j-aB^est,  demùme,  divisible. 
(Cap.  P. -A.  Machabok,  R.  A.) 
Rxtrail  du  journal  anglais  :  The  educatianat  Timft. 

ERIUTtM. 


Mtme  tome,  page  ^o.  Vigne  lo,  au  tUu  de  queslinn  1543,  litei 
question  1&4&. 
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PROPRIÉTÉS  Elémentaires  BBS  faisceaux  bai  inyolution, 

ET  LEIR  APPLICATION  A  Ql'ELQl'ES  PRORLÉXES  RELATIFS 
AU\  COIRRES  m  SECOND  ET  K  TROISIÈME  DEfiRÉ; 

Pak  m.  J.-B.  POMEY. 


Soient  je  =  jrtaiiga,  jr=xlaagii  les  êqiiaiîoiis  de 
deux  droites  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  les 
axes  étant  supposés  rectangulaires. 

Si,  entre  a  et  x',  il  existe  la  relation 

(i)  Atangn  tangi'+B(t3nga-4-  tangï')-i-  C  =  o, 

OÙ  A,  B,  C  sont  des  constantes,  ces  deux  dioiles  sont 
dites  i-ayons  correspondants  d'une  iiivolution. 

L'angle  a  deviendra  égal  à  l'angle  œ',  et  le  couple  de 
rayons  correspondants  sera  dit  so  réduire  à  un  rayon, 
double,  pour  les  valeurs  de  tangx  racines  de  l'équation 

(a)  Aj7>4-aBx-hC  =  o.  * 

Si  les  deux  valeurs  de  tanga  ainsi  obtenues  sont  ima- 
ginaires, elles  sont  conjuguées  si  A,  R,  C  sont  réels. 
Soient  ti,  et  xj  les  angles  dont  les  langeutes  sont  les  ra- 
cines x',  x"  de  (a).  Si  l'angle  ol,  ■+■  aj  est  réel,  il  en  sera 
de  inûme  de  l'angle  "'  ^*,  et  cela  a  lieu  en  réalilc,  car 
la  formule 

langfa.+  ,,)=    tanga.  +  tang,, 
i  —  langi,  tango, 

ne  contient  que  la  somme  et  le  produit  de  deux  quan- 
tités imaginaires  conjuguées. 

Si,  dès  lors,  on  prend  pour  axe  des  x  la  direction  dé- 
(inic  par  l'une  des    valeurs   de    - '-  ■    '■' .    l'autre    étant 

^nn.  de  Vnthfmal.,  3- série,  l.  IV.  (^QIP^lb^p  i885.)  3^ 
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-^ 1-  -)  récjuation  (i)  secliaiigora,  rommconlt!  voit 

aisément,  tn  une  relation  de  la  forme 

A  UDgX  tBDg«'-(-  C  =  o. 

Kn  eJiet,  la  nouvelle  relation  entre  taiigcc  et  langa' 
doit  f^iicore  ôtre  du  premier  degré  par  rapport  à  cha- 
cuiie  de  ces  quantités*,  car  si,  auparavant,  à  un  rayon 
j-  =  X  tanga  n'en  correspondait  qu'un  seul  J'=j:  tanga', 
ce  n'est  pas  un  cliangeinent  d'axes  qui  peut  lui  en  faire 
correspondre  plusieurs.  La  relation  ne  doit  pas  non  plus 
perdre  sa  symétrie.  I)e  plus,  la  nouvelle  équation  (2] 
iloit  manquer  du  second  terme;  car,  si  l'axe  des  x  est  la 
bissectrice  des  rayons  doubles,  les  valeurs  de  x(x' et  x'}, 
réelles  ou  imaginaires,  doivent,  en  tons  cas,  être  égales 
et  de  signes  eontraires. 

Soit  tnaintenanl  Oi+o,(  =  o  l'équation  d'une  co- 
nique, mise  sous  forme  d'une  somme  de  termes  liomo- 
gèiies  en  x  et  j,  ç,  du  second  degré  et  y,  du  premier 
degré,  t  étant  une  variable  introduite  pour  ritoinogé- 
iiéité,  celte  conique  passant  par  l'origine. 

Soit  alors  inx  -i~  nj- =  t  t'étjnation  d'une  droite. 
L'équation  «5+ ç,  {wix  +  n_r)  =  o  est  r(>quation  des 
deux  rayons  Joignant  t'origîiie  aux  points  d'intersection 
de  la  droite  et  de  la  conique.  Soit 

Y  =  ^lanRï,    y  =  ar tanga' 

ce  couple  de  rayons.  On  a 

tangtt-i- tang»'  = 

A,  n,  c.  A',  IV,  c,  A,,  lî,,  C|  étant  des  constantes;  et 


Am  +  Bn-t-G 
A'm-^B'rt-i-i:' 
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si  la  droite  passe  par  un  point  fixe,  on  aura 

A,/M-f-B,n-i-C,  =  o. 

A.,  Bj,  Cl  étant  des  constantes. 
Eliminons  m  el  n  entre  ces  trois  équations,  il  vient 

A' UngataDgn'— A  B' ttnga  tanga'— B  C  Langi  taaga'— C       j 

I   V'(tiDg3  +  tan^3')  — A,     B'(tanei-i-unKa'}  — B,    C'{lJiDg>-i-lan(;a')  — C,  f  = 
■  A,  B,  C,  I 


B' tangaianga' —  B  G'  langa  tungi' —  C        1 

t'(langa-t-tangï')  —  B,     C'flanga  +  tanga')  —  C,   | 


langatane3i'(langa+langa')     p,     ^^1 
I   "B        C'iangataoga'      j 
'  *|  —  B,     C'Ctanga  +  tanga')  | 

(       B'taDgataaga'  -CI        .|-B       -CI) 

'I  B'(tanga+tanRa')    -  C,  j  ^    '  i  -  B,    -  C,  |  (  ~ 

étant  nul,  cette  rela- 
tion est  de  la  forme  (i),  «t  le  eouple  de  rayons  fait 
partie  d'une  iiivolutiou.  Kn  taisant  touiner  les  axes,  la 
relation  (ij  peut  être  ramenée  à  la  forme 
tangoi  t8ng3'=  consi. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  pour  a  =  o,  ou  a  «'=90", 
et  que  les  nouveaux  axes  sont  uu  couple  de  rayons 
correspondants  rectangulaires.  Cela  prouve,  en  pas- 
sant, que  le  couple,  ordinairement  unique,  de  rayons 
correspondants  rectangulaires  est  formé  par  le  systèiue 
des  bissectrices  des  rayons  doubles  réels  ou  imaginaires. 
Si  nons  supposons  que,  en  deliors  de  ce  couple,  il  y  eu 
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ait  un  aulrc  qui  soil  rectangulaire,  on  aura 

langa  iangz'  =  —  i, 
et  la  constaute  devenant  égale  à  —  i,  tous  les  couples 
sont  rectangulaires.  Mais  parmi  ces  couples  rectangu- 
laires se  trouve  celui  qui  est  formé  par  la  tangente  et  Ja 
normale  à  la  conique.  Or  cette  remarque  prouve  que  le 
point  fixe  par  où  passe  la  droite  mx  +  n^-^  i=  f  est  sur 
la  normale. 

Réciproquement,  si  les  deux  droites  représentées  par 
(Bj-j-<Pi(77i.r-t-«_j')  =  o  sont  rectangulaires,  en  remar- 
quant que  les  coefficients  de  x'  etdej'  sont  du  premier 
degré  en  m  et  n,  on  a  une  condition  de  la  forme 

Am  +  Bn-HC    __ 
A'm-t-B'/n-C  '' 

rclatiou  qui,  étant  du  premier  degré  en  m  et  n,  prouve 
que  mx  ~i-nj  =  t  passe  par  un  point  fixe,  lequel  esl 
évidemment  sur  la  normale  (lliéorèmede  ï'régier). 

Considérons  maintenant  une  courbe  du  troisième  degré 
à  point  double.  Mettons  l'origine  au  point  double,  et  soit 
Oj-h  tsjt  =  o  l'équation  de  cette  courbe  mise  sous  forme 
d'une  somme  de  termes  homogènes  en  x  et  jr,  f»  étant 
du  troisième  degré,  çi  du  second,  et  t  étant  une  variable 
introduite  pour  l'IiODiogénéité.  Si  mx  +  ny  =  t  est  une 
droite  quelconque,  l'équation 

est  celle  des  rayons  vecteurs  menés  du  point  double  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  considérée  avec  la 
courbe.  Si  a.  a',  a"  sont  leurs  angles  avec  l'axe  des  x  et 
qu'où  pose 

S,  =  tangc[+  lanjjx'-t'  langx', 

St=  tanga  tanf;3'+  tiinga'  tant;i'+  langa'langs. 

Sj=  langi  taniia'  tanfra'. 
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s  -  ■*" 

1  +  Bn-i-G 

*'-n 

n-B'n-t-G"'' 

s,-^ 

n  +  B.Ti+C, 

°'       A', 

«  +  B'  n  -h  G'  ' 

s.=  4t^ 

n^B,„-^C, 

A,  B,  C,  A',  13^,  C,  A,,  B,,  C|,  At,  Bj,C,  éunt  descoD- 
sUnlcs  qui  dôpendent  de  l'équation  de  la  courbe;  d'où 


B'S,  — B     B'S,-B,     B'Si  — B,     =  o. 
I  G'S,-C     G'S,-C,     C'S,  — G,  I 

Le  premier  membre  se  décompose  en  une  somme  de  dé- 
terminants partiels.  Le  premier 

1  A' S,     A' S,    A' S,  I 

B'Si     B'S,     B'S, 
j  C'S,     C'S,     C'S,  i 

est  nu),  comme  ayant  les  éléments  de  ses  trois  colonnes 
proportionnels.  Les  déterminants  qui  contiennent,  dans 
deux  colonnes,  respectivement  S,  et  Sa  ou  Sj  et  Sj  ou 
Si  et  Si  sont  nuls,  comme  aynnt  les  éléments  de  deux 
colonnes  proportionnels.  ]1  reste  donc  une  relation  delà 
forrae 

MS,+  KS,-v-PS,+  Q  =  o, 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  constantes.  Si  je  suppose  a." 
constant,  un  dfs  points  d'intersection  de  mx  +  ny  =  t 
ne  varie  pas,  et  la  relation  entre  i  et  a.'  est  une  relation 
d'involution,  IJc  plus,  on  conclut  de  là  que,  si,  par  un 
point  d'une  courbe  du  troisième  degré  à  point  double, 
on  peut  faire  passer  deux  cordes  qui,  limitées  à  leurs 
deux  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré,  soient  vues  du  point  double  sous  un  angle 
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droit  cLacuiie  respectivement,  il  en  est  de  même  de 
loute  autre  corde.  J'ajouterai  que  ce  poiut  existe  et  qu'il 
est  uuiqiie.  Eu  ellel,  ta  relation  d'involution  peut  prendre 
la  forme  A  langa  tanga'+ C  =  o.  Or,  comme  dans  celle 
relation  taiigot"  n'entre  qu'au  premier  degré,  la  condition 
A  +  C  =  o  est  du  premier  degré  en  tangx".  Il  n'y  a  donc 
(ju'uno  direction  a",  et  à  cette  direction  ne  correspond 
<|u'uu  point  sur  la  courbe  du  troisième  degré,  puisqu'il 
est  évident  qu'où  doit  faire  abstraction  du  point  double 
lui-même. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  ne  soit  pas  au 
])oint  double  et  soit  pourtant  sur  la  courbe.  Ou  aura 
pour  équation 

y,,  çij,  y,  étant  liomogéues  en  a:  et  j'et  respectivement 
des  degrés  3,  2,  1.  Si  je  suppose  que  t  y  repféscnte  le  bi- 
nôme iitx  •+-  iiy,  celte  équation  représentera  l'ensemble 
des  rayons  vecteurs  d'intersection  de  nix  +  nj  =  (  avec 
la  courbe  du  troisiènie  degré.  Si,  entre  les  inclinaisons 
de  ces  rayons  vecteurs,  il  y  a  la  relation 


tangi  •+■  langa  -+-  taii(;a'=  tanga  tangot  taogs  , 

relation  linéaire  par  rapport  aux  coefGcients  de  l'équa- 
tion cubique  des  rayons  vecteurs  et,  par  suite,  du  second 
degré  eu  m  et  n.  Il  en  résulte  quelii  droite  h(j: -*-«_>=:( 
envclop[>c  une  couique. 

Si,  par  un  poiut  M  d'une  conique,  on  fait  pivoter  uu 
angle  droit,  la  corde  d'intersection  des  côtés  de  cet  angle 
et  de  la  conique  pivote  elle-même  autour  d'un  )»oinl  > 
de  la  normale.  Si  O  est  le  centre  de  la  conique,  la  droite 
ON  est  l'une  de  ces  cordes.  C'est  un  diaukètre  AB  de  la 
conique,  tel  que,  »î  l'on  construit  sur  lui  comme  dîa- 
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mètre  un  cercle,  ce  cercle  passera  par  !e  [>uîiil  M,  cl  les 
droites  AB  et  MO  sont  un  couple  âe  sécantes  comninnes 
au  cercle  et  à  la  conique.  Il  en  résulte  que  ces  droites, 
c'est-à-dire  OM  et  ON,  soui  également  inclinées  sur  les 

Si  X,  Y  et  j;y  sont  les  coordonnées  de  N  et  M  par 
rapport  aux  axes  de  la  conique,  en  supposant  que  cullu- 
ci  est  nne  ellipse,  on  aura 


uar  le  puinl.  N  est  l'intersecuon  de  la  normale  eu  M  cl  de 
la  symétrique  de  CM  par  rapport  aux  axes.  Soit  t  la  va- 
e  de  —  et  de ■  Eu  vertu  de 


(a«-i-fc*)(  =  a*- 


a  l'étjnai 


On  en  conclut  que,  lorsque  le  point  M  parcourt  la  co- 
nique, le  point  N  parcourt  une  conique  lioniotliélique  et 
concentrique. 

L'équation  de  cette  cani(|ue,  lieu  du  point  K,  donne 
très  aisément  comme  conséquence  les  rayons  de  cour- 
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bure  silués  sur  les  axes.  En  e&et,  soit  P  le  point  où  MN 
eoupc  OX,  on  a 


Eu  supposant  que  O,  P,  M,  N  viennent  en  ligne  droite, 
celte  relation  devient,  en  désignant  par  p  le  rayoo  de 
courbure, 


d'où  l'on  tire  aisément 


Ce  calcul  peut  plutôt  être  considéré  comme  une  vériâca- 
lion. 

Ce  tbéorème  permet  encoi-e  de  construire  les  axes 
d'une  conique,  d'uue  ellipse  par  exemple,  donnée  par 
deux  diamètres  eonjugnés  OA,  06. 

Eii  effet,  soient  OB'  la  droite  égale  et  opposée  n  OB, 
IfAN  un  angle  droit,  IV  le  point  où  la  droite  AN  coupe 


|"#^ 


la  conique  donnée,  et  P  le  point  où  U  corde  B'N  coupe 
la  normale  en  A.  Les  axes  0\,  OY  sont  les  bissectrices 
de  l'angle  AOP.  Pour  avoir  le  point  M,  il  suffît  de  se 
servir  d'un  lie\agonc  de  Pascal,  par  exemple  celui  dont 
les  cotés  sont  :  la  tangente  en  A  (colé  n"  1),  la  droite  AiN 
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elle-même  (n°  2),  la  corde  clierchée  B'N  (n"  3),  le  dia- 
mètre ^h  (n"  A),  la  tangente  en  B  (n"  5),  et  la  corde  B A 
(n-  6). 

Le  point  d'intersection  de  i  et  4  «st  à  l'inlini  sur  BB*, 
de  2  et  5  est  en  Lî,  de  3  et  6  est  en  V,  UV  étant  parallèle 
à  BB*,  et  enfin  B'V  est  la  corde  chercliéft. 

Hemarque.  —  Les  théorèmes  précédents  donnent  un 
moyen  facile  de  déterminer  l'équation  des  axes  Je  la 
conique,  dont  l'équation  est,  par  rapport  à  des  axes  for- 


En  ctTet,  si,  par  un  point  fixe  d'une  conique,  je  mène 
les  deux  cordes  qui  aboutissent  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre quelconque,  ces  cordes  sont  les  rayons  correspon- 
dants d'une  involution.  Mais,  si  une  droite  a  pour  équa- 
tion y  =  ax,  l'angle  to  de  cette  droite  avec  l'axe  des  x 
est  donué  par  la  retaUon 


„  =  coi«  -H  — î- 


de  sorte  que,  si  a  est  l'angle  que  fait  avec  ox  la  bissec- 
trice de^  =  ax  et  de^  ^  i/jc,  on  aura 


d'après  la  formule 

COllU-t-COKo' 

Or  cherchons,  dans  l'involution  précédente,  le  couple 
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lie  ra)rous  rectangulaires.  11  est  obtenu  pour  iv»  Lissec- 
trices  des  rayons  doubles;  mais  le  rayon  double  est  ob- 
tenu lorsque  le  diamètre  est  deveuu  latigeitt  à  laconique. 
Ur  les  taugeutes  à  une  conique  menées  par  son  centre 
sont  ses  asymptotes,  f^ur  équation  est 


l.a  somme  des  deux  racines  en  -  est  nulle,  leur  [>i-oduit 

Dans  la  formule  écrite  [dus  baut,  et  désignera  donc 
I  angle  d'un  d«s  rayons  rectangulaires  avec  ox\  si  I  un 
remplace  — i-  —,  par  zéro  et  — ,  par  j^  ■  On  a  ainsi 


i>-v-*'cosi«' 


mais  les  directions  de  ces  rayons  rectangulaires  sont 
cellesdes  axes;  carnX,  parallèle  à  l'un  d'eux  MA,  coupe 
l'autre  MB  eu  son  milieu  et  lui  est  perpendiculaire.  oX 
est  donc  le  diamètre  conjugué  des  cordes  MB  et  est  per- 
pendiculaire â  cette  direction  de  cordes.  uXest  donc  un 
iixe.  De  même  MB  est  parallèle  à  l'autre  axe. 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE  POUR  L'AMISSION  A  L'ECOLE 
POLYTBCfllIIIOUE  m  1885; 

SOLUTION  A:«*LrTIQVB 

Pau    m.    JUHEL-RÉNOY. 


l'ar  les  deux  fojrers  d' une  ellipse  fixe,  on  fait  passer 
une  cil-conférence  variable  : 

i"  A  quelle  condition  doit  satisfaire  cette  ellipse 
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pour  i/ue  In  circonférence  puisse  réellement  la  rencon- 
trer en  quatre  points,  et  dans  quelle  portion  du  petit 
axe  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour  quily  ait 
effectivement  quatre  points  réels  d'intersection? 

2"  En  chacun  des  points  d'intersection,  on  mène  la 
tangente  n  l'elUpse;  ces  quatre  droites  forment  un 
quadrilatère;  quel  est  le  lieu  des  sommets  de  ce  qua- 
drilatère quand  le  cercle  varie? 

3°  Quel  est  le  lieu  de  l'intersection  des  côtés  de  ce 
quadrilatère  avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère  sjmé- 
trique  du  premier  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse? 

.<"  On  considère  les  tangentes  communes  au  cercle 
et  à  l'ellipse.  Trouver  le  lieu  de  leurs  points  de  con- 
tact avec  le  cercle. 

1°  Soient 

Xt+V«  — aaV  — c>  =  o 

les  C(]iialïons  de  l'ellipse  el  du  cercle,  a  étant  un  para- 
mètre variable.  L'équation  des  coi'des  d'intersection  sera 

(i)  c'Y»  +  a6»iY-*'  =  o. 

Ecrivons  que  les  quatre  points  d'intersection  sont  réels, 
c'est-A-dire  que  celle  équatiou  a  ses  racines  comprises 
entre  £  et  —  £,  nous  aurons  les  conditions 

cï-6>>a6a>— (c'— 6'); 
la  condilioit  relative  n  l'ellipse  est  donc  c^b.  Cellt: 
condition  étant  supposée  remplie,  l'ordonnée  du  rentre 

un  cercle  pourra  varier  eulre r—  cl jr—  ■ 

1^"  Soient  A,  B,  C,  I)  les  côtés  du  premier  quadrila- 
tère. Les  côtes  A  ei  B,  C  cl  D  se  coupent  sur  le  petit 
axe,  qui  forme  ainsi  une  parlic  du  lieu.  Soit  ^  l'urdounée 
du  point  d'intersection  des  côtés  .A  et  B.  L'équation  du 
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ces  côtés  sera 
(a)      (pi_Ai)(a»Yi-i-6>X'  — a'i»)  =  <ï»(?Y  — 61)'. 

La  corde  des  contacts  avec  IVllipse  .sera  donuée  par 
l'une  des  racines  de  l'écjuation 

c»Y«+i6>iY  — &'  =  o. 

L'équation  qui  donne  les  pôles  de  ces  droites  s'obtient 
en  changeant  Y  en  y  :  elle  est  donc 
ci  +  aiY- Y*  =  o. 
Mais  p  doit  être  raeiiic  de  cette  équation,  par  consé- 
quent 
(3)  p._a,3-c'  =  o. 

Or,  supposons  que,  dans  l'équation  (a),  X,  Y  soient 
les  coordonnées  du  point  d'intersection,  soit  de  A  et  D, 
ou  A  et  C,  soit  de  B  et  D,  ou  B  et  C.  L'équation  (3) 
donnera  les  ordonnées  des  points  où  ces  côtés  coupent 
le  petit  axe.  Elle  sera  donc  identique  à  l'équation  (3). 
Ecrivons  donc  que  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
lion  (  2)  en  p  est  égal  à  —  c'.  Nous  aurons  le  lieu  repré- 
senté par  l'équation 

a>Y>-i-6»X»=c'<X>— <i») 
ou 

a>Y>~(c>-6")X»  =  -a>c», 

équation  d'une  Kyperbole  rapportée  auic  mêmes  axes  de 
coordonnées  que  l'ellipse,  et  dont  l'axe  transversc  est 
dirigé  suivant  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

3°  Soient  A',  B',  C,  D"  les  symétriques  des  côtés  A, 
B,  C,  D  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse.  Les  côtés  A 
et  A'  sont  parallèles,  A  et  6'  se  coupent  sur  le  grand  axe 
qui  constitue  une  partie  du  lieu.  Supposons  que  X,  Y, 
dans  l'équation  (2),  soient  les  coordonnées  du  |ioint  de 
rencontre  de  A  el  C,  par  exemple.  L'équation  (a)  en  fl 
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devra  alors  avoir  les  mêmes  racines  en  valcar  absolue 
que  dans  ]e  second  cas,  l'une  d'elles  aura  simplement 
cliangé  désigne.  Ecrivons  donc  que  le  produit  des  ra- 
cines est  égal  à  c°,  et  nous  aurons  le  lieu  représenté  par 


équation  du  cercle  décrit  du  centre  de  l'ellipse  avec  la 
distance  focale,  c,  comme  rayon. 

4"  Soit  p  l'ordonnée  du  point  d'intersection  du  petit 
axe  avec  une  tangente  commune  à  l'ellipse  et  au  ccrole. 
Les  équations  des  tangentes  menées  au  cercle  et  à 
l'ellipse,  de  ce  point,  sont  respectivement 

(?>-aa?  — c»HX'  +  Y»— 3aY-c')  =  (pY-«?-iY  — c»)», 
(pi-_iJ)(aiY'+6»X>-a>ft')  =  a'(Pï  — *')'■ 

Identifions  les  rapports  des  coefficients  de  X'  et  de  Y* 
de  ces  deux  équations  ;  nous  aurons 


(a»—  *•)?>-*-  ao'ap  +  c^—  6»a*  =  o. 

En  supposant  la  quantité  a^  —  b^  différente  de  zéro, 
cette  équation  donne 

(a«— è>)p  =— rt'a±6(«»+c>). 

Le  point  de  contact  avec  le  cercle  est  situé  sur  la  po- 
laire, par  rapport  au  cercle,  dtt  point  dont  les  coor- 
données sont  :r=  o,  ^  =  p:  l'équation  de  cette  polaire 

pY-«p  — aY  — c>  =  o. 
Donc 
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H,  par  snitr, 

(«>— 6«)(«\  +  c>)=  — (V-  i)a»i±6(a»+c"){Y  — a). 

Cette  é([uatioii  peut  s'écrire 

f(ï'— 6»)n-a»aq;  *(>»-!- c>)]ï 

-(_  c»(at_  fti)  _ot„i:+:ia(j,i^.  ci)  =  q 

on 

(c>+c')(.  +  *)(Yrp6)  =  o; 
(l'oil 

Y  =  ±6. 

On  voit  facilement  que,  en  supposant  ii*=  /»',  on  ob- 
tient des  points  du  lieu  situés,  de  mime,  sur  les  droites 
Y-=;  /'■'.  En  effet,  on  a  alors 

Ut 

±a<i»6?  +  ci-fti  =  o 
±aip  =  i'  — c'. 
Eu  éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

Y  =±6. 

I.e  lieu  se  compose  donc  des  deux  droites  Y'=A', 
c'est-à-dire  des  tangentes  à  l'idlipse  aux  extrémités  du 
petit  axe. 


COMPOSITION  NiTHÉMATIQVË  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLB 
CENTRALE  EN  18M  (SECONDE  SESSION,  OCTOBRR); 

SOLUTION  PAR  M.  E.  BARISIEN. 


On  donne,  dans  un  plan,  tîe.ux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox,  Oj',  et  une  droite  ^uelconi/ue  cnu- 
ftant  as  axes,  respect ivpmcnt,  aujr  points  A  et  R. 
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On  prend  sur  celte  droite  un  point  m  dont  lus  coor- 
données sont  a  et  p,  et  l'on  construit,  dans  te  plan,  un 
point  correspondant  i\I  ayant  pour  coordonnées 

'-••■'--   f 
fet  g  étant  deux  longueurs  constantes  données. 

Cela  posé  : 

i"  On  demande  d'écrire  l'équation  du  lieu  des 
points  M,  lorsque  le  point  m  se  déplace  sur  la  droite 
indé^nieAB.  Cetieuesl  unehyperbole qu  ondésignera, 
dans  ce  ijui  va  suivre,  par  la  lettre  H . 

2"  On  demande  de  déterminer  les  éléments  néces- 
saires à  la  définition  complète  de  cette  hyperbole  H,  et 
d'en  construire  géométriquement  un  point  quelconque, 
ainsi  que  la  tangente  en  ce  point. 

3"  On  suppose  que  la  droite  AB  se  déplace  dans  le 
plan,  de  telle  façon  que  la  somme  des  inverses  de  ses 
coordonnées  à  l'origine  reste  constante,  soit  de  façon 
que 


A  chaque  position  de  la  droite  répondra  une  hyper- 
bole H. 

On  demande  de  montrer  que  toutes  ces  hyperboles 
ont  une  corde  commune,  et  de  trouver  le  Heu  des  pôles 
de  cette  corde  relativement  aux  diverses  hyperboles 
l^c' est -à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  elle  est 
corde  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce  point  à 
l'une  des  hyperboles). 

4"  On  projette  le  centre  C  de  l'hyperbole  H  répon- 
dant à  Ifi  droite  AB,  sur  cette  droite,  en  D,  et  l'on  de- 
mande de  trouver  le  lieu  des  points  J)  lorsque  la  droite 
AB  .te  déplace,  non  plus  selon  la  loi  ci-des.sus  définie, 
mais  en  restant  parallèle  A  elle-même. 
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Soient  OA=n,  OB  =  A  (Jîg.  i).  L'équation  de  la 
droite  AB  est 


Expnmant  que  le  point /n(K,  P)  est  sur  celte  droite,  ou  a 
Les  coordouuées  du  point  M  étant 

(3)  J--?' 


l'équation  du  lieu  du  point  M  s'obtiendra  en  éliminant  se 
FI,.  ,.        . 


\ 

••(^■f) 

\™ia.pj 

" 

et  ^  entre  les  équations  (i),  (3}  et  (3).  Celte  élimina- 
tion se  fait  avec  la  plus  grande  facilité,  et  donne  pour 
résultat 

équation  de  l'hyperbole  (H)- 
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L'hyperbole  H  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  Ox 
cl  O^i  elles  ont  pour  équations 


Pour  construire  ces  asymptotes,  prenons  sur  Ox  {Jîg-  a) 
une  longueur  OF  ^f,  et  sur  O^  une  longueur  OG  =  g. 
Décrivons  sur  OÀ  et  OB  des  demi-circonférences  ;  ra- 
battons les  points  F  et  G  sur  ces  demi-circonférences, 


«n  F'  et  G',  par  des  arcs  de  cercle  de  centre  O,  et  abais- 
sons F'PetG'Q  perpendiculaires,  respectivement,  àOx 
et  Oy.  Ces  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  G  sont 

A„H.dcM-al,imat..i*»ètM.\..  IV.  INoTembre  iS85.)  33 
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li's  asyiiipiuU^x  ex  cl  CY  de  l'hyperbole  H  (  '  ).  Uappor- 
luDs,  momeutaiiôiDcMit,  l'Iiypeibulc  aux  axes  CX  vi  CY  : 
les  fornitilcs  do  transloriiialioii  de  coordonnces  soûl 


vt  l'équalioii  du  l'hypcrbolu  rappoi-tée  à  ses  asymptolos 
devient  alors 

<jui  si:  réduit 


doue 
Fusons 


l'Iiyperbole  aura  pour  équalion  X¥  ^  A^;  rieu  n'est  plus 
lacile  <|ue  de  conslruire  fi. 

Si  A  rcpréseulc  le  demi-axe  transverse  de  eette  hy- 
perbole, on  sait  que 


Ku  portant  sur  la  bisseciriee  de  l'auglc  XCY  une  lon- 

(jueur  es  =  A,  on  aura  un  des  sommeU  de  l'hyperboic. 

Pour  avoir  un  point  queleonque  I  de  l'Iiyperbule, 

('  )  Les  iai5gatilés  /  <,a,  g  <ib  sont  impMcitcmont  admises  dan-^ 
ceUr  constnirlion  Rminétriquc, 


xv  =  ££l. 

=  £,     OQ=S 

VY  =  OF'xOQ. 

k  =  i/oï\0<}, 
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d'après  iiiic  propriété  connue,  il  suUit  de  menvr  uiif 
droite  SUV  rencontrant  CX  et  CY  on  U  et  V,  et  de 
[.rendre  VI  =  SU  dans  rinlérieiir  de  l'angle  XCY. 

En  joignant  I,  C  et  prenant  IL  ^  IC,  )e  point  L  étant 
sur  CX,  la  droite  ILR  sera  la  tangente  en  I,  car  alors 
IL  =  IR,  la  droite  ILR  coupant  CY  en  R.  C'est  encore 
une  propriété  connue  de  la  tangente  à  l'hyperbole. 

m. 

D'après  l'énoncé,  nous  avons  la  relation 


Écrivons,  de  nouveau,  l'équation  de  l'hyperbole  H  rap- 
portée aux  axes  Ox  et  Oy  : 

(H)  rr^Çx+^j. 

De  l'équation  (4)  nous  tirons 

et,  par  suite,  l'équation  du  (H)  devient 

ou 

Oonc  l'hyperbole  H  passe,  quel  que  soit  a,  par  l'inter- 
section des  deux  lignes  que  les  équations 

représentent,  c'est-à-dirc  par  les  deux  points  dont  les 
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coordonnées  sont 

x-o,    y-o     el     ^-    ^  -     _>  -    ^ 

La  coinlc  commune  à  loiitos  les  liyperbolt's  H  (.*st  la 
droite  qui  uuit  ces  deux  points,  t-l  (|uî  a  jwiir  éfjuatiiin 

(5)  py-s''x  =  o. 

L'é<]uatîon  de  lapolairc  d'un  point  (X,T),  parra[>pori 
à  l'hyperbole  (  H  ),  est 

(6)  nœ{bX  -  g^)  +  byiay.  -/>)  =  a^'X  +  bp  Y. 

Pour  exprimer  que  la  droite  (5)  est  la  polaire  du  poîut 
(X,Y),  il  faut  identifier  les  équations  (5)  ut  (6);  ce  qui 
donne 


Ces  deux  relations  peuvent  s'écrire 

(7)  aff»X  +  é/'ï  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  des  points  (X,  Y),  il  faut 
éliminera  et  b  entre  (4)t  (6)  et  (7).  Cette  élimiDalion 
se  fait  immédiatement  en  comparant  les  équatioDs(4)  et 
(6)  i  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  (5)  est  donc  la  droilu 
qui  a  pour  équation 

x^     y_     i_ 


L'équation  de  la  droite  CD  passant  par  le  centre  de 
l'hyperbole  H,  et  perpendiculairement  à  ÂB,  est 

DigmzecDï  Google 


(  509l 

(8)  <.X_6Y=/.-,.. 

L'éijuaLion  de  AB  usl 

X        Y 

<'>  ?-*-*='■ 

Si  AB  se  déplace  paraUèlement  à  une  directioo  donnét^, 

de  coefficient  angulaire  m,  on  a  m  ^ .  ou 

(10)  *=-ma. 

On  aura  le  lieu  des  points  D  en  éliminant  a  el  B  cntiv 

(8),  (9)  «(■»)• 

Kemplaçaat  h  par  —  ma  dans  (9)  el  (8),  il  vient 

Multiplions,  membre  à  membre,  ces  dernières  éi^uations, 
nous  avons,  pour  le  lieu  des  points  D,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

(«ïX-Y){X  +  my)  =  m(/»-y'). 

C'est  une  hyperbole  équîlatère  ayant  pour  asjrmptott^s 
les  deux  droites 


(')  Op  peut  remarquer  que  toutes  les  hyperboles  équîlatèrcs  oh- 
tenoes  ea  faisant  varier  le  coefGcieDt  angulaire  m  passent  par  deux 
points  des  situés  sur  l'un  des  deui  aies  de  coordonnées.  Car,  en 
posant  X  —  0,  ou  Y  =  0,  l'équation 

(mX-ïï(X+mY)  =  ni(/'-^) 

donne  Y  =±\^— {/'  — g-),  ou  X  =  du//'  —  g',  Taleurs  indépen- 
dantes de  m.  Si  /  =  g,  les  deux  points  coïncident  avec  l'origine  des 
coordonnées;  mais,  dans  ce  cas,  l'hyperbole  se  réduit  aux  deux 
asymptotes. 
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Extrait  d'une  Lettre  de  M.  de  Sninl-Germain. 
J'ai  le  désir  de  vous  soumclU-o  une  obstrvatJoii  sur 
la  coustfuctioii  du  centre  de  courbure  d'une  ellipse, 
donnée  par  M.  La  Clicsnais,  dans  le  numéro  de 
mai  dernier.  L'idée  est  ingénieuse,  mais  elle  s'appuie 
sur  une  proposition  erronée  :  que   la  développée   de 

l'ollipse  est  la  projection  de  la  courbe  x^  +y^  =  {~)  • 
supposée  placée  tians  le  plan  du  cercle  ayant  l'ellipse 
pour  projection.  En  réalité,  la  cuurLe  qui  se  projette 
suivant  la  développée,  dans  les  conditions  indiquées,  a 
pour  équation 

11  est  vrai  que  la  développée  de  l'ellipse  serait  la  pro- 
jection de  la  courbe  x^-)-j'  =  (t')  )  située  dans  un 
plan  qui  passe  par  .le  petit  axe  de  l'ellipse,  et  que  cela 
permettrait  de  donner,  sous  une  forme  exacte,  une  coa- 
siruction  identique  à  celle  de  M.  La  Chesnais. 
La  même  observation  nous  a  été  adressée  par  M.  Juhel-RcQo;. 


Traité  de  Oéoineirie  descriptive,    par  Jules  dk  l 
(rOuaNBRtE,  'A"  édition^  trois  Parties  accouipagnécs  clia 
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cuiiu  d'un  atlas,  ol  se  vendant  séparément  au  prix  de 
I  o  fr.  Gauthier- Villars,  édiieur,  Paris. 

Le  Traité  de  Géométrie  detcriplive  de  Jules  de  lj  Goub- 
NESiE  csl  un  Ouvrage  complet  sur  cette  scieace,  contenant 
des  tracés  en  harmonie  avec  ceux  de  la  Stéréotomie,  qui  a 
été  très  rarorablement  accueilli  par  le  public.  En  efTel,  Chasies 
a  présenté  cet  Ouvrage  avec  éloge  à  l'Académie  des  Sciences. 
Poncelet,  dans  son  Traité  det  propriétés  projectives  .dei 
figures,  le  cite  comme  étant  o  sans  contredit  le  Traité  le  plus 
rationnel,  le  plus  complet  et  le  plus  correct  de  tous  ceux  qui 
ont  paru  jusqu'à  ce  jour*  .  Publié  de  i86a  a  i86j,  à  présent 
arrivé  â  la  seconde  édition,  ce  Traité,  très  apprécié  à  l'étranger, 
est  fréquemment  cité  en  France  :  M.  A,  Mannheim,  dans  son 
Cours  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Polytechnique, 
renvoie  souvent  le  lecteur  au  Traité  de  Jules  de  U  Gourncric; 
M.  Darboux,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à  la  Sor- 
bonne,  parle  dans  son  Cours  des  travaux  de  J.  de  la  Gournerie. 

Aussi,  dans  cet  article  sur  une  ttuvre  appréciée  d'une  manière 
si  favorable  par  d'éminents  géomètres,  notre  tSche  se  bornera- 
t-elle  à  indiquer  les  questions  et  les  méthodes,  soit  princi- 
pales,  soit   nouvelles  ou  peu  connues,  qu'elle  renferme. 

La  Première  Partie  contient  le  développement  des  questions 
exigées  pour  l'admission  aux  Kcoles  du  Gouvernement.  La  Se- 
conde et  la  Troisiii/ie,  rédigées  d'après  le  Cours  que  J.  de  la 
Gournerie  a  professé  d'une  manière  brillante,  pendant  quinze 
ans,  à  l'École  Polytechnique,  conviennent  aux  candidats  à  l'A- 
grégation de  mathcmaiiques  de  l'Enseignement  secondaire 
spécial  ;  ils  y  trouveront  les  théories  complètes  sur  les  ques- 
tions de  Géométrie  descriptive  qu'ils  ont  à  résoudre  par  écrit, 
ou  à  exposer  dans  des  leçons  publiques. 

Dans  la  Première  Partie  sont  exposées  les  théories,  avec 
de  nombreux  exemples  et  remarques,  relatifs  aux  Figures 
planes,  aux  Surfaces  cylindriques  el  caniques,  aux  Surfaces 
de  révolution ,  aux  Plans  cotés  ;  ainsi  que  les  principes  du  trait 
des  Perspectives  axonomélrique  et  cavalière.  Cette  dernière 
question  se  trouve  dans  peu  d'ouvrages.  Pour  les  premières, 
nous  ferons  remarquer  que  J,  de  la  Gournerie  considérant, 
avec  raison,  que  la  Géométrie  descriptive  doit  être  enseignée 
surtout  au  point  de  vue  du  trait,  a  rejeté  l'emploi  systématique 
des  méthodes  de  changement  de  plan  de  projection  et   de  ro- 
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tation,  proposé,  après  Desargues,  par  Théoi'lorc  Olivier.  Les 
professeurs  ont  gcDéralcment  approuvé   l'opinion  de  J.  de   la 
Gournerie,  et,  à  présent,  on  n'expose  plus  guère  de  ces  mé- 
thodes que  tes  cas  particuliers  employés  par  les  anciens  appa- 

La  Seconde  Partie  conlient  d'abord  l'étude  des  Ombres 
linéaires  et  d'nne  question  qui  s'y  rattache,  la  Transformation 
homologique,  avec  de  nombreux  et  intéressants  exemples,  se 
rapportant  aux  projections  orthogonales  et  aux  perspectives 
rapides.  Elle  renferme  ensuite  une  théorie  complète  et  savante 
des  Surfaces  développables.  La  question  des  Rebroussements, 
importante  dans  cette  théorie,  est  l'objet  de  remarques  nou- 
velles. Les  lignes  doubles  des  surfaces  d'ombre,  et  des  surfaces 
d'égale  pente,  sont  longuement  discutées;  leurs  points  limites 
sont  indiqués.  On  sait  que  ces  lignes  doubles  sont  utiles  k  dé- 
terminer, parce  qu'elles  limitent  l'ombre  dans  la  surface  ou 
l'étendue  que  peut  recevoir  une  excavation  dont  les  talus  ont 
une  pente  uniforme.  La  surface  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée 
par  un  cercle  est  étudiée  en  délaîl.  Au  sujet  de  cette  question, 
l'attention  du  lecteur  est  appelée  sur  les  travaux  publiés,  surtout 
par  Poncelet  et  Chasles ,  relativement  à  la  développable  circon- 
scrite à  deux  coniques.  Les  discussions  qui  se  rapportent  aux 
surfaces  du  second  ordre  inscrites  â  la  développable  sont  facili- 
tées par  ce  théorème  dû  à  l'Auteur  :  Tvule  sur/ace  du  leeond 
ordre  iatcrUe  à  la  lUvelûppable  coupe  celle-ci  selon  huit 
droites.  Jules  de  la  Gournerie  traite  plusieurs  eiiemples  de  sur- 
faces d'égale  pente  et  présente,  au  sujet  de  celle  dont  la  direc- 
trice est  une  conique,  d'ingénieux  artifices  de  calcul  qui  t'ont 
conduit  ft  des  résultats  permettant  d'établir  avec  asseï  de  faci- 
lité une  épure  compliquée. 

La  Seconde  Partie  se  termine  par  une  théorie  approfondie 
des  Surfaces  gauches.  En  étudiant  géométriquemenl,  tout  d'a- 
bord, le  paraboloîde  hyperbolique,  le  savant  Auteur  a  pu  établir 
des  théorèmes  qui  ont  facilité  l'élude  générale  des  surfaces 
gauches.  Parmi  les  propositions  nouvelles  que  l'on  rcncoolrc 
dans  la  théorie  de  ces  surfaces,  citons  la  propriété  que  pos- 
sèdent les  lignes  d'ombres  des  surfaces  gauches  de  passer 
toutes  par  les  points  singuliers,  que  Bour  a  appelés  tommets, 
oi>  deux  génératrices  consécutives  se  coupent.  Les  Gonoldes 
et  le  Cylindroïde,  avec  leurs  applications  en  Stéréotomie,  les 
Surfaces  gauches  dépourvues  de   plan  directeur  et,  parmi  ces 
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dernières,  l'Hyperboloïdc  général  à  une  nappe,  joot  traites 
il'une  manière  magistrale.  Après  avoir  établi  géomélriquc- 
meat  les  propriétés  fondamentales  de  ces  surfaces,  J.  de  la 
Gournerie  a  complété  leur  théorie  par  des  considérations 
analytiques,  comme  il  te  fait  du  reste  partout  dans  son  Ou- 
Trage. 

La  Troisième  Partie,  dont  la  seconde  édition  vient  de  pa- 
raître, attire  l'attention  surtout  par  ta  manière  simple  et  élé- 
gante dont  ta  ttiéorie  de  la  Courbure  des  surfaces  est  exposée. 
Les  principales  propositions  relatives  à  cette  théorie,  démon- 
trées en  général  d'une  manière  nouvelle  eisans  avoir  recours  au 
Calcul  infinitésimal,  ainsi  que  la  démonslration  de  la  formule 
d'Euler,  donnanl  la  courbure  d'une  section  normale,  ont  pour 
l>ase  le  théorème  de  M.  J.  Bertrand  sur  l'égalité  des  déviations 
des  normales  à  une  surface  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'un  point  considéré  et  dans  des  directions  rectangulaires.  Le 
théorème  de  Meusnier  sur  la  courbure  des  sections  obliques  est 
.  complété  par  une  formule,  permettant  de  déterminer  les  rayons 
de  courbure  de  la  section  d'une  surface  par  son  plan  tangent.  La 
théorie  précédente  est  appliquée  à  la  construction  des  rayons  de 
courbure  et  des  plans  osculateurs  d'une  courbe  donnée  par  ses 
projections,  à  celle  des  sommets  des  surfaces  d'égale  pente,  au 
tracé  des  tangentes  à  l'intersection  de  deux  surfaces  qui  se 
touchent,  à  la  détermination  des  tangentes  et  des  points  sin- 
guliers d'une  ligne  d'ombre.  Cette  dernière  question  contient 
des  considérations  qui,  sans  être  entièrement  nouvelles,  lèvent 
cependant  quelques  diflicultés  jusqu'ici  non  résolues  :  elles  se 
rapportent  aux  points  réels  et  virtuels  d'une  ligne  d'ombre 
et  à  la  détermination  des  points  limites  des  arcs  réels  et  virtuels, 
La  théorie  des  Lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre 
est  exposée  d'après  les  travaux  de  Charles  Dupin. 

En  outre,  la  Troisième  Partie  contient  l'étude  des  Hélicoïdes 
réglés  ou  non,  avec  beaucoup  de  détails  sur  t'Hélicoîde  déve- 
loppableet  les  Ombres  des  Surfaces  de  vis,  faîte  d'une  manière 
généralement  nouvelle,  en  employant  des  constructions  simples 
dues  i  l'Auteur  et  à  Bour.  Elles  ont  été  adoptées,  notamment 
par  II.  Sonnet  dans  son  Dictionnaire  de»  Mathématiques 
appliquées. 

Cette  dernière  Partie  renferme  aussi  de  nombreux  développe- 
ments sur  les  surfaces  topographiques  ;  la  construction  du  plan 
tangent  à  ces  Surfaces  par  la  méthode  de  Meusnier  est  le  ré- 
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sumé  d'un   Mémoire  île  M.  Lalanne  sur  leur  cniploi  pour  rcm- 
plarcr  les  Tables  à  double  entrée. 

Le  grand  Traité  dont  nous  venons  d'esquisser  l'aDalysc  en 
encore  très  remarquable  en  ce  qu'il  contient  l'iodicatioD  pré- 
cise, et  souvent,  lu  résumé  d'un  grand  nombre  de  Mémoires. 
dont  les  Auteurs  sont  toujours  cités  avec  un  soin  scrupuleux. 
A  cet  égard,  il  est  indispensable  à  toute  personne  qui  s'occupe 
de  Géométrie  descriptive  et  même  de  Géométrie  générale. 
Ernest  Ledon. 

Cours  de  GtoMt-iniK  éléhentaihe,  à  l'usage  des  candi- 
dats au  baccalauréat  es  sciences  et  aux  Écoles  du  Gou- 
verneutciit;  par  Âlf.  Colas,  professeur  agrcgé  de 
Mailiémaiitjnes  au  lycée  HenrilV.  a  vol.  in-8".  Paris, 
i885,  Gai'uicr  frèi-es,  libraii-cs-édi leurs,  fî,  rue  des 
Saints-Pères. 

Comme  son  titre  l'indique,  cet  Ouvrage  s'adresse  à  la  classe, 
de  plus  en  plus  nombreuse,  des  candidats  au  baccalauréat,  es 
sciences  et  aux  Écoles  du  Gouvernement.  Les  deux  Volumes 
dont  il  se  compose  se  rapportent,  le  premier  à  la  Géométrie 
plane,  le  second  à  la  Géométrie  dans  l'espace  et  aux.  courbes 
usuelles.  Conformément  à  l'usage  établi,  l'Ouvrage  entier  est 
partagé  en  huit  Livres  consacrés,  les  quatre  premiers  à  la  Gêu- 
inétric  plane,  les  trois  suivants  à  la  Géométrie  dans  l'espace,  et 
le  dernier  aux  courbes  usuelles- 
Ces  huit  Livres  constituent  un  coure  très  complet,  contenant, 
d'abord,  tout  ce  qu'exigent  les  programmes  du  baccalauréat  et 
îles  diverses  écoles;  ensuite,  sous  la  forme  de  chapitres  spé- 
ciaux, du  compléments  ou  d'appendices,  plusieurs  matières,  à 
la  vérité  non  exigées,  mais  néanmoins  très  utiles;  enHn,  une 
l'oule  d'exercices,  les  uns  complètement  l'ésolus,  les  autres  sim- 
plement proposés. 

Les  matières  exigées  par  les  programmes  forment,  comme  il 
convient,  le  fond  même  de  l'Ouvrage.  Elles  y  sont  exposées 
avec  le  pliis  grand  soin,  la  plus  grande  rigueur.  L'auteur, 
instruit  par  sa  longue  expérience,  n'ignore  point  que  beaucoup 
de  ses  lecteurs  sont  des  commençants  et  ne  présume  Jamais 
Irop  de  leur  intelligence.  Aussi  entre-l-il,  sur  chaque  point, 
dans  de  grands  détails,  el  lait-il  suivre  k's  démonstrations  de 
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remarquas  nombreuses.  Il  n'oublie  jamais,  d'ailleurs,  deilénnit* 
ses  noiations;  pour  rendre  le  langage  plus  clair,  il  ne  craint  pas 
île  placer  des  cliilfres  bu  des  lettres  dans  Us  angles  mâmes  des 
ligures;  il  cite  les  inventeurs  des  théorèmes  et  met  sur  chacun 
d'eu^,  en  renvois  au  bas  des  pages,  quelques  notes  biograplii- 
(|ucs;  enlin,  lorsqu'une  dëflnition,  comme  celle  de  la  tangente, 
doit  recevoir  plus  tard  une  forme  nouvelle,  il  ne  manque  ])oint 
de  faire  connaître  celte  forme. 

A  cdt£  des  théories  exigées  par  les  programmes,  il  est  des 
matières  très  utiles,  que  tous  les  livres  ne  contiennent  pas,  et 
que  les  bons  élèves  sont  jaloux  d'apprendre.  Ces  matières  sont 
de  deux  sortes  :  les  unes  consistant  simplement  en  un  déve- 
loppement des  théories  exigées,  les  autres  constituant  les  pre~ 
mières  notions  de  ce  qu'on  appelle  la  Géométrie  moderne. 
l'arroi  les  matières  de  l'une  ou  de  l'autre  sorte  qui  figurent 
■  dans  l'Ouvrage  que  nous  analysons,  nous  devons  citer  :  dans 
le  livre  III,  les  transversales  et  les  triangles  homologiques: 
l'homothétie  ;  les  faisceaux  harmoniques  ;  les  pâles  et  polaires  ; 
la  méthode  des  polaires  réciproques;  les  ligures  inverses;  les 
axes  radicaux;  —  dans  le  livre  VI,  les  théorèmes  d'Eulcr  et  de 
l.cgendre;  les  centres  dcf  moyennes  distances  et  des  distances 
proportionnelles;  le  volume  du  tronc  de  prisme  à  base  poly* 
gonale;  —  dans  le  livre  VII,  le  théorème  de  Guldin  sur  les 
volumes  tournants;  des  généralités  sur  les  surfaces,  le  plan 
langent  et  la  normale;  la  construction  des  polyèdres  réguliers; 
l'homothétie  dans  l'espace;  les  p&les  et  polaires  par  rapport  A 
la  sphère;  le  plan  radical  de  deux  sphères;  les  figures  inverses 
dans  l'espace;  enfin,  une  théorie  assez  étendue  des  ligures 
tracées  sur  la  sphère. 

Du  commencement  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  chaque  Chapitre 
contient,  comme  applications  du  cours  même,  un  grand  nombre 
d'exercices  proposes  ou  résolus.  Les  exercices  proposés  sont 
très  variés  :  ce  sont  tanttlt  des  problèmes  à  résoudre,  tantOl 
des  théorèmes  à  démontrer,  tantôt  des  lieux  géométriques  à 
déterminer.  Les  evcrcices  résolus,  qui  précédent  toujours  les 
s  proposés,  sont  nombreux  et  choisis  avec  beaucoup 
'e  parmi  eux  la  plupart  des  problèmes  posés 
e  cercle  des  neuf  points,  le  théorème  de 
M.  Peaucellicr,  etc.,  etc.  Ces  exercices  résolus  sont  tous  exposés 
dans  lu  plus  grancl  détail  et  discutés  de  la  manière  la  plus 
méthodique  et  la  plus  complète;  ce  sont  autant  de  modèles  ù 
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iiiiiler  :  ils  coDsUluenl  lous  ensemble  une  sorte  de  cours,  des 
plus  instructifs,  pour  la  résolution  des  exercices  proposés  et, 
en  général,  de  tous  les  problèmes  de.  Géométrie. 

En  résumé,  parmi  les  Traites  de  Géométrie  parus  dans  ces 
deroiers  temps,  l'Ouvrage  que  nous  analysons  est  certainement 
l'un  des  meilleurs.  Il  est  tel  qu'on  pouvait  l'attendre  de  son 
auteur,  c'est-i'dire  d'un  de  nos  professeurs  les  plus  expéri- 
mentés et  les  plus  consciencieux.  Dbbirb  Andbé- 

Lb5   IPFAKEILB    &    CALCULS  EXjLCTS    ET    IHSTAKTAbAs    pOUr 

siini)li&er  la  mulltplicalion  et  la  division,  iuvenlKs 
par  M.  Henri  Genaille,  et  perfectionnés  par 
M.  Edouard  Lucas. 

Ces  appareils  ont  pour  but  de  diminuer  le  travail  de  la  pensée 
dans  la  pratique  de  toutes  sortes  de  calculs,  par  la  simptiGca- 
tion  et,  pour  ainsi  dire,  par  la  suppression  de  la  multiplication 
et  de  la  division.  Au  lieu  de  rechercher  des  appareils  encom- 
brants et  très  coûteux,  d'un  maniement  toujours  délicat,  les  in- 
venteurs se  sont  proposé  d'obtenir  des  appareils  portatifs,  d'un 
fonctionnement  facile  et  régulier,  d'un  prix  accessible  à  tous. 

En  se  basant  sur  le  principe  de  la  division  du  travail  et  sur 
la  théorie  des  permutations,  M.  Henri  Genaille  a  imaginé  un 
nouveau  système  tellement  élémentaire  qu'il  est,  en  quelques 
minutes,  à  la  portée  des  enfants  et  des  esprits  les  plus  rebelles 
à  la  science  de  l'Arithmctique.  Ces  méthodes  ont  reçu,  à  diverses 
reprises,  les  précieux  encouragements  de  V^tiocialian.  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences,  aux  Congrès  de  Mont- 
pellier, de  Reims,  de  Paris,  de  Rouen  et  de  Biais;  perfec- 
tionnées par  M.  Edouard  Lucas,  elles  ont  été  approuvées  par 
les  savants  les  plus  illustres  de  l'Europe,  par  tous  les  ingé- 
nieurs, par  tous  les  professeurs,  etc.  Elles  n'ont  aucun  rapport 
avec  la  théorie  des  logarithmes. 

I.  Les  muUiplicatrices  se  composent  de  onze  réglettes 
carrées  renfermées  dans  une  botte  de  o",»!  d'épaisseur,  o",  la 
de  largeur  et  0",!%  de  longueur;  en  les  plaçant  dans  l'ordre 
convenable,  on  obtient  instantanément  les  produits  de  tous  les 
nombres  qui  ne  dépassent  pas  dix  chiffres  par  un  nombre  d'un 
seul  chiffre,  La  pratique  de  ces  réglettes  est  aussi  facile  que 
iivre  un  chemin,  à  travers  un  labvrinthe, 
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au  moyen  de  mains  indicairices  dessinées  sur  des  pulcaux 
placés  aux  carrefours,  c'esl-à-dîre  que  l'on  apprend  à  se  servir 
de  ces  réglettes  en  aae  minute,  au  plus.  Avec  deux  bottes,  on 
obtient  tous  les  produits  partiels  de  tous  les  nombres  jusqu'à 
vingt  chiffres;  or,  si  l'on  voulait  cataloguer  tous  ces  résultats 
dans  des  volumes  de  mille  pages  à  cent  lignes  par  page,  il  fau- 
drait, pour  contenir  cc<i  volumes,  une  centaine  de  millions  de 
bibliochÈques  comme  la  Bibliothèque  nationale,  en  supposant 
que  celle-ci  renferme  dix  millions  de  volumes!  Avec  trois 
boites,  on  aurait  les  produits  partiels  jusqu'à  trente  rhilfrcs,  et 
ainsi  de  suite,  indéfiniment. 

II.  Les  multisecirices  se  composent  de  onic  réglettes  carrées 
renfermées  dans  une  boite  de  mêmes  dimensions  que  la  précé- 
dente. Elles  donnent  instantanément,  et  sans  aucun  calcul,  tous 
les  chiffres  du  quotient  et  te  reste  de  la  division  d'un  nombre 
quelconque  de  dix  chilTres  au  plus  avec  nne  seule  boite,  et  de 
vingt  chilTres  avec  deux  boites,  par  les  dix  premiers  nombres. 

III.  hti  Jînanciiret  se  composent  encore  de  onze  réglettes 
renfermées  dans  une  boite  semblable  aux  précédentes.  Elles 
donnent  instantanément,  et  sans  aucun  calcul,  tous  les  chiffres 
du  nombre  qui  correspond  à  l'intérêt  d'une  somme  quelconque 
pour  un  jour,  aux  taux  de  trois,  quatre,  quatre  et  demi, 
cinq,  six,  neuf  pour  cent  par  an.  Elles  donnent  encore,  sans 
aucun  effort  intellectuel,  le  dousième  et  le  vingtième  d'une 
somme  quelconque.  Ces  réglettes  sont  indispensables  aux  com- 
merçants, aux  banquiers,  aux  notaires,  aux  percepteurs,  ans 
employés  des  banques  et  des  compagnies  d'assurances,  etc.;  eu 
un  mot,  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  calculs  financiers  et  com- 


IV.  Les  népériennes  se  composent  de  onie  réglettes  conte- 
nant sur  leurs  quatre  faces  les  colonnes  de  la  table  de  multi- 
plication. Elles  forment  une  Table  de  Pythagore,  disloquée 
pour  ainsi  dire,  mais  qui  révèle  les  opérations  successives  de  la 
multiplication  et  de  la  division.  Elles  apportent  un  perfectiou- 
oement  utile  et  pratique  au  Procédé  rhabdologique,  imaginé 
par  l'un  des  inventeurs  des  logarithmes,  Jean  Neper,  baron  de 
Harkiuston  (Ecosse),  en  1617.  Elles  s'adressent  à  tous,  et  plus 
spécialement  aux  professeurs,  aux  instituteurs,  aux  papas,  aux 
mamans,  dans  le  but  de  faciliter  et  de  développer  chez  les  en- 
fants l'enseignement  et  la  pratique  des  quatre  réglef  de 
l'Arithmétique. 

C'est  \e  jou/'ou  calculateur  le  plus  parfait, 
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V.  Lo  calendrier  perpétuel  à  roulette  donne  instantané- 
incDt,  sans  aucun  calcul,  le  nom  du  jour  de  la  semaine  qui  cor- 
respond à  une  daie  quelconque  du  calendrier  grégorien  ou  du 
calendrier  julien.  Il  est  de  la  grandeur  d'un  calendrier  ordi- 
naire; mais,  bien  qu'il  renferme  moitié  moins  de  chiffres  que 
le  calendrier  annuel,  il  est  valable,  depuis  l'ère  chrétienne, 
pendant  quarante  siècles  et  plus. 

Ce  calendrier  est  indispensatile  pour  le  savant,  pour  l'histo- 
rien, dans  toutes  les  recherches  hi^tonques,  biographiques, 
bibliographiques;  il  permet  de  trouver  te  jour  qui  correspond 
ù  la  date  d'un  fait  mémorable  des  siècles  passés.  Son  utilité  e»i 
encore  incontestable  pour  l'homme  d'alTaircs,  pour  le  banquier, 
pour  le  négociant,  dans  les  calculs  financiers  et  commerciaux; 
car  on  prévoit  le  jour  de  l'échéance  d'un  billet  ou  d'une  traite, 
d'une  livraison  ou  d'un  engagement.  Sa  propagation  est  aussi 
indiquée  dans  les  écoles,  car  il  résume  et  synthétise  toute  la 
ihéoriedu  calendrier.  Enfin, dans  la  vie  ordinaire,  il  permet  de 
retrouver  les  jours  chers  au  souvenir,  ceux  de  tel  événement 
heureux  ou  malheureux  dans  la  famille,  le  jour  d'une  naissance, 
d'un  mariage,  etc. 

Afin  d'éviter  te  léger  inconvénient  qui  résulte  du  déplace- 
ment des  réglettes,  les  inventeurs  ont  imaginé  des  appareils 
plus  parfaits  en  reproduisant  les  chiffres  et  les  dessins  sur  des 
toiles  glissant  autour  de  rouleaux.  Ces  appareils,  qui  seront 
construits  avec  le  plus  grand  soin,  trouveront  tout  naturelle- 
ment leur  place  dans  les  bureaux  de  l'ingénieur,  de  l'architecle, 
du  banquier,  de  l'homme  d'aiïaires. 

Les  boites  et  les  appareils  précédents  représentent  une  pre- 
mière série  d'instruments  utiles,  pratiques  et  peu  codteux('); 
d'autres  séries  suivront  incessamment.   Elles  formeront  toute 


{■)  I.es  mulliplicatrices,  la  bulle i  fr. 

Les  muUUectrices,  la  boite i  » 

hei  financières,  \»  holie r  » 

Les  népéritnnet,  la  botte i   • 

Chacune  des  boites  précédentes,  franco  par  la  poste  au  reçu  de 
I  fr.  10  en  un  mandat  ou  en  tïmbres-postc. 

Le  calendrier  perpétuel  à  roulette o  fr.  73  c. 

Franco  par  la  poste  au  reçu  de  i  fr.  oS  r.  en  un  mandat  ou  en 
(imbi-es-posle. 
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une  i.'()lleclii>n  |in''|iar('R  on  vue  de  Y Ej'posùion  universelle  de 
liit),  et  dont  l'ensemble  a  pour  but  de  faciliter,  de  simplifier, 
de  soulager,  et  en  mi!me  temps  de  développer,  de  fortifier,  dans 
tiiuies  les  combinaisons  de  la  science  et  de  l'art,  du 
et  de  l'industrie,  li;  (rnvail  de  la  |u-ns.'c  humaine. 


SOLUTIOKS  DE  «lESTIOXS 
PROPeSÉES  BA\S  LES  KOliVELLES  AN\ALES. 


Question  1302 

l'AB  M.  l-miB  CHBÉTIEN. 

On  donne,  aiw  un  plan  :  an  point  o,  une  circonfé- 
rence, les  extrémités  a  et  &  d'un  diamètre  de  cette 
courbe  et  un  autre  âinntèlre  D.  On  demande  de  déter- 
miner, sur  la  circonférence,  un  poin  t  m  tel  que  tes  droites 
ma,  mb  interceptent  sur  D  un  segment  vu  du  point  o 
sous  un  angle  droit.  (Ml^NeEIM■} 

Lorsquu  le  point  m  so  <Ié|)laccsur  la  circonférence, 
les  droites  ma  et  >nb  déterminent  sur  le  diamètre  D 
deux  divisions  liomogragiliiques;  soient  c  et  c' deux  points 
Iiomologuvs.  Joignons  c,  o,  et  )>ar  le  point  o  menons  à  la 
droite  co  une  perpendieulaîre  qui  coupera  D  en  un 
point  c".  Lorstjue  le  point  c  se  déplacera,  an  rayon  co 
correspondra  toujours  un  rayon  oc";  donc  les  systèmes  de 
points  c  et  c"  seront  liomograj)hiques  ;  or  les  systèmes  de 
jtoints  &  et  c"  sont  homographiques  d'un  même  troi- 
sième :  donc  ils  sont  homograpliîqucs  entre  eux. 

Pour  trouver  lo  point  m  tel  qne  les  droites  ma  et  mb 
interceptent  sur  D  un  segment  vu  du  point  o  sous  un 
angle  droit,  il  faudra  clierclicr  les  points  doubles  des 
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deux  divisions  liomographiijues  déterminées  par  trois 
couples  de  points  d  et  c".  Un  de  ces  points  doubles  étant 
déterminé,  on  le  joindra  au  point  b  par  une  droite  qui 
rencontrera  la  circonférence  au pointmcheiché. Comme 
il  y  a  deux  points  doubles,  il  y  aura  deux  points  m  si 
les  points  doubles  sont  réels. 

La  mâme  question  a  été  résolue  par  MM.  fr'rédéric  Amodcr,  élùve 
de  l'École  de  MagisLero,  de  Naples;  Pcrdinando  Pisani,  professeur 
du  Royal  InsLiUiL  teclinique  de  Mcsaine;  Lei;  Hetxognc,  du  Lycée 
de  Rouen. 


Question  1489 

(Tdr  t*  «iila,  L  III,  r.Mil; 

Par    m.    catalan. 

p  litant  un  nombre  premier,  et  P  un  polynôme  en- 
tier, à  coefficients  entiers,  l'équation 

n'est  'vérifiée  que  par 

Solution.  —  Si  l'équation  (i)  est  identique,  x  et  y 
étant  quelconques ,  elle  le  sera  pour  x  =  i ,  j*  =  i .  Mais 
alors  cette  équation  prend  la  forme 

(2)  a»-'— i  =  /..N', 

N  étant  un  nombre  entier. 
Celle-ci  exige  que 

p  =  7,    N  =  3(')- 


(  '  )  MatheiU,  i.  III,  p.  4i 
L'équation 
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Hemarques.  —  I.  En  1881,  j'ai  proi>osé,  dans  Mn- 
ihesis,  la  question  suivante  : 

D'a/yrès  le  théorème  de  Fennat, 

Comment  doit-on  prendre  le  nombre  premier  p,  pour 
que  N  soit  un  carré? 

SI  mes  souvenirs  sont  exacts,  la  solution  due  à 
M.  Edouard  Lucas,  publiée  dans  c«  lïecueîl,  diirère  peu 
de  celle  que  j'avais  trouvée  de  mou  côté. 

II.  Lorsque /j  =  7,  l'équation  (1)  se  réduit,  tout  de 
suite,  à 

puisa 

3-s-i-»J^_)--t-  3i^y^-hiiy'-\-y*=  P'; 
etc. 

III.  En  général, 

(  T  -i-y  )!>  —  rp  — _)■'' 


=  [Cp.,..+  i]^''-''+|Cp_,,,~ilr"-'/ 

Et  si,  comme  on  l'a  supposé,  p  est  un  nombre  [ire- 
inier,  tous  les  coefficients,  dans  le  second  luumbrc, 
sont  divisibles  par  p  {*)• 

csl  ïérifife  par  y?  =  3,  N  —  1.  Mais  relie  vdlcur  de  p  ne  conduit  pas 
â  une  soluLian  de  ri'quatiun  {■)  propi^sëe,  car  elle  donne  P'=  i. 

Il  faut  donc  admettre  rînégalilé  p>i. 

Kn  supposant  />>  3,  on  trouve  la  solution  p  = -^  a^\  moyen  d'un 
ralriil  qui  ne  présente  aucune  dinkulti!  (  voir  p.  j]3  ).  IH.) 

(')   l'roposilion  Connue,  évidente  à  l'inspection  du  polvn'^mr 

P     .  ,  P(P  ^')      „        ,  P 

Ai-ri.  Hr  Mathfmal.,  y  série,  l.  IV  (Novcmlre  i883).  34 
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Si,  par  trxcmplp,  ;;  =  1 1 ,  on  trouve 


IV.  Plus  génvralei lient, 

{X  -^y  •+■  z)p — xP  — yP —  sP 

=  (3:-l-^+s)P-"-!-H,(x  +  _j-  +  i)P-» 

))aus  le  second  membre,  H|,  M},  ...,  l\p_t  sont 
(les  polynômes  homogènes,  dont  tous  les  coefficients 
sont  égaux  à  rnntté;  savoir  : 

lli  =  :t  -^y  4-  3,     Hi=  X* -^  y* -\-  s'^ -^  yz  ■Jr  zx  -i-  ly,     .... 
En  particulier. 


=  {T+y-\-zy--^{x-^y  +  *){x+y  +  z)> 
-\-{x*+y*-^£'-^ys-i-zx-^jy){x-^y-¥-z)'* 
-\-(p^-\-  y*+  z*+ y^  3+ yz^+  z'x-^  sx*-h  x^y  -•rxy^A-xy*){x  -\-y 
+  ;r'H-_)-*-t-i'-i-_f'*4-/a'-t-s'a?-(-.ïx*-(- j:*/ +  1^ 
-•rx*ys-^y*XT  -t-s*xy  -^■y>z''-\-z*x*-^x*y* 

V.  D'après  une  formule  connue  (*),  les  nombres  de 
termes  des  polynômes 

il„  U„  Hj,  ...,  Hp^v,  H^„  H^, 

(')    Mélanges  mathématique»,  t.  1,  p.  i8î. 

(')  CoaiiifAnalyie  de  l't'iiiwaiié de  Liège,  p.  41- 
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sont,  rcspccii ventent, 

3.6,10,  ...,  {(p-^)(p-3),  i(p-,)(p-2),  i(p+i)(p~,). 

Donc,  si  l'on  suppose  a:  =y  ^  2  =  1 ,  on  aura 

i(3P-'  — i)  =  3^-»-i-3.3P-t+6.3p-»+...+  i(/.-a)0>-3).3 

puis,  comme  le  dernier  hinome  égale  |(/^  —  1]^  : 

J(3P-' —  I)  =  S^-'-i- 3.3/^  +  6.3p-*  +  ..  . 

+  i(/'-»K/>-3)-f-i(;>-i)'. 

VI.  En  vertu  du  théorème  de  Fermât,  le  premier 
membre  est  divisible  par  p  (  <  ).  Le  second  membre  jouit 
donc  de  la  même  piopiiélé,  laquelle  n'est,  peul-élre,  pas 
évidente  a  priori. 


NOTE. 

Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  do 
V  équation 

(I)  ï''--i=^.N', 

oit  p  représente  un  nombre  premier,  plus  grand  i/ue  3. 

L'équation  (  i  )  proposée  revient  à 
(a)  (a^-t-i)(a'^-i)=/>.Ni. 

Les  deux  facteurs  \2  ^  +  V)  \a  '  — t)  sont  pre- 
miers entre  eux,  parce  qu'ils  sont  impairs  et  que  leur 
dilTérence  est  2,  Par  conséquent,  il  faut,  d'aprcs  l'é<]ua- 

(')  On  suppose  p>  3. 
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lion  (a),  que  l'un  d'i-ux  soit  carra  exn et,  et  l'autre,  le 
produit  d'un  carit!  par  le  nombre  premier />. 

Or,c'est, nécessairement, lepreniierfacleur^a  "   +  i) 
/■-' 
(]uî  doit  être  un  carré  exact,  car  le  second,  a  "  —  i ,  est 
nn  nombre  de  la  forme  4"+  ^^ 

Soit  doue 

d'où 

a       =M»-i  =  (M  +  iKM-0. 
Il  est  évident  que  M  +  i  et  M  —  i  sont  des  puissances  du 
nombre  a.  Et  il  résulte  de  l'ideulité  (M-f-i)  —  (M  — 1)=  9 
cjue  (M  —  1)  ne  peut  être  une  puissance  de  3  suj>érieiin- 
Jt  la  première.  Donc 


C'est  ce  qn'il  fallait  trouver. 

Question  1500 

liolra*>irla,  1.  III.  p.  umi: 

Les  /irojeclions  orthogonales  d'un  point  quelconque 

d'une  hyperbole  ctfuUatère  sur  les  côtés  d'un  triangle 

inscrit  déterminent  une  circonférence  qui  passe  par  le 

centre  de  la  courbe.  (P.  TeiiniEit.) 

Note  de  M.  H.  Biociid. 

Cette  proposition  n'est  pas  nouvelle.  On  la  trouve 
éuoncéo  et  démontrée  par  liobîllîer,  dans  un  Mémoire 
sur  l'hyperbole  éi/uilitlère,  inséré  au  t.  XIX  (juin  1819) 
des  jinnnles  de  (îergonne,  p.  349'35p. 
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La  (lénionslraiioii  est  rondéc  sur  la  propriété  de  l'iiv- 
pcrbole  équilalère  d'avoir  pour  polaire  récTproquL',  par 
rapport  à  uti  cercle  directeur  de  rayon  arbitraire,  ayant 
sou  centre  sur  le  périmètre  de  la  courbe,  une  parabole 
admettant  pour  directrice  la  tangente  menée  à  l'Iiypcr- 
bole  par  le  centre  du  cercle,  et  pour  foyer,  le  pôle  du 
diamètre  non  transverse  de  cette  byperbole,  perpendi- 
culaire à  celui  qui  va  au  centre  de  ce  cercle  (p.  353). 
L'axe  et  le  sommet  de  cette  parabole  peuvent  être  ai- 
sément déterminés  (  p.  354)- 

Le  Mémoire  de  Uobillîet-  renferme  plusieurs  tliéo- 
rèmes,  dont  quelques-uns,  retrouvés  par  d'autres  géo- 
mètres, ont  servi  de  base  h  d'intéressantes  reeberclies. 
On  peut  citer,  par  exemple,  les  suivants  : 
L'iiyperbole  équîlatère  est  sa  propre  polaire  réci- 
proque, par  rapport  au  cercle  concentrique  bitangent 
(p.  35o). 

Si  un  rectangle  a  ses  côtés  respectivement  parallèles 
aux  asymptotes  d'une  hyperbole  é(juilalère,  et  deux 
sommets  opposés  sur  cette  courbe,  la  diagonale  qui 
joint  les  deux  sommets  restants  passe  par  le  centre  du 
riiyperbole(p.  358). 

Ce  théorème  a  été  rencontre  aussi  par  M.  P. -H. 
Schoute,  qui  a  donné  au  rectangle  ainsi  défini  le  nom  de 
rectangle  asymptotique,  et  en  a  déduit  de  nombreuses 
notions  relatives  à  une  certaine  courbe,  du  quatrième 
ordre,  douée  de  trois  points  doubles  (voir  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  t.  XIX,  p.  278-180,  1884,  et 
Congrès  lie  Bloiî,  p.  4'^-iy,  i884). 

Bobillier  n'a  pas  manqué  de  généraliser  les  résultats 
<|ni  précèdent,  et  de  les  étendre  à  une  couîquc  quel- 
conque (p.  358  ),  mais  il  vaut  mieux  les  étudier  dans  le 
^lémoire  original. 
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Question  1518 


Par  m.  J.  RICHARD, 

Kléve  de  l'École  Normale  supériei 


Trouver  une  courbe  plane  telle  que  ta  projection  de 
son  rayon  de  courbure  en  un  point  M,  sur  late  divite 
fixe  Au  plan,  soit  proportionnelle  à  la  partie  de  la 
tangente  au  point  M,  compiise  entre  ce  point  et  la 
droite  fixe. 

Soient  x  al  y  les  coordonuées  du  point  M  du  la 
courbe  cherchée,  la  droite  fixe  étant  prisu  pour  axe 
des  x';  soit  a  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  l'axe 
des  x\  s  la  dilTérentielle  de  l'arc  au  point  M. 

On  sait  que  le  rayon  de  courbure  a  pour  expression 
-j-;  ce  rayon  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  en  M, 
sa  projection  sur  l'axe  des  x  est  égale  à  ^  sina;  or, 
dsaiaii=dy.  donc  cette  projection  a  pour  valeur  -r-- 

D'autre  part,  la  partie  de  la  tangente  comprise  eutrc  le 
point  M  el  l'axe  des  X  est  évidemment  égale  à  -r—;  donc 
on  doit  avoir,  —  désignant  une  constante, 

rfï  ~  n  sin« 
ou 

ety  _  I     rfa 

r   ~n  aiii»' 

d'où,  en  intégrant,  et  désignant  par  -  logC  la  constante 
arbitraire, 

iogjr  =  -  lop  lang  -  —  -  logC, 
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et,  jMr  suite, 

iatig^  =  0/». 

0»  a,  d'à 

illeurs. 

*=..„.. 

ou  bien 

i-lang»- 

U«m]>l 

açaiit,  da 

i)s  cette écjuatioii,  taiig^  [tar  sa  valeui 

il  vient 

dy   .      aC/» 
dr       1  -  C"^»™  ' 

d'où 
ou  bien 

-=?(i^) 

et,  cil  intégrant  et  désignant  par  x,  la  constante  arbi- 
traire, 

^'-l\C  ,-n        i  +  nj- 

Toutefois  cela  suppose  n  g  ■  ;  si  n  =  ■ ,  on  a 

La  courbe  proposée  est  précisément  eeOc  que  l'on 
trouverait  en  i<éso]vant  la  question  suivante  r 

Ua  point  mobile  parcourt  une  ftrotte  OX  d'un  mou- 
vement uniforjnei  il  est  poursuivi  par  un  autre  mobile 
qui  se  dirige  constamment  vers  lui.  Le  rapport  des 
deux  vitesses  est  n  .'  trouver  la  courbe  tléctite  par  le  se- 
coiulmobila. 
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F.ii  d'autres  termes,  la  courbe  que  uous 
considérer  est  une  courbe  de  poursuite. 

La  mime  question   a  élu   résolue  par  MM.   Juhel-Renoy,   Morct- 
Blanc,  Launoy,  Bassani,  d'Ocagne. 


Question  1533 

(•olr  ]■  MrK  I.  IV,  ».  .-mn; 

Far  m.  JUHEL-RÉNOY. 

Le  produit  des  distances  des  foyers  d'une  ellipse  à 
une  normale  à  cette  courbe  est  égal  au  carré  du  demi- 
diamètre  perpendiculaire  à  cette  normale,  moins  le 
carré  du  demi  petit  axe.  (D'Ocigke.) 

Soient  F,  F'  les  foyers,  O  le  centre  d'une  ellipse  ;  MP 
et  MQ  la  tangente  et  la  normale,  en  M,  à  la  courbe;  Q  et 
Q'  tes  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  F  et  P 


sur  la  normale;  P  ut  P'  les  projections  de  F  et  P  sur  la 
tangente;  R  la  projection  du  centreO  sur  la  normale;  soit 
enfin  a  l'angle  de  la  tangeute  et  du  rayon  vecteur  MF. 
On  a 

PF  =  QFlanga, 
P'F'=  Q'F'ianpï. 

Or,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
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sur  une  UngeuLe  égale  le  carré  du  <Ienii  petit  axe  :  doue 

QF.Q'K'=  A>cot»a=  -J^ 6*. 

Soîl  i\  le  point  où  le  diamètre  OR  coui>o  l'ellipse.  Le 
seeoiid  théorème  d'Apollonius  fournit  la  relation 

MR.OIN  =ab. 

Or,  R  étant  le  milieu  de  QQ', 

aMR  =  MQ-+-MQ'=(MF4-MF')sina  =  artsi.n; 

par  suite, 

a.ONs>n>  =  a&, 
d'où 

ON  =  ^, 
et  tinalement 

QF.Q'F'=Ôn'  — 6', 

ce  qui  démontre  la  proposition  { '  ). 

La  Géométrie  aDalytique  conduit  an  même  résultat. 

{')  La  proposition  énoncOe  est  un  corollaire  du  lliéorcme  suivant, 

Le  produit  MF. MF'  det  rayoïa  vecteurs,  menés  d'un  point  M  de 
l'ellipse  auj^  deux  foyera,  est  égal  au  cai-rédu  rayon  ON  perpen- 
diculaire à  la  normale  au  point  M. 

Cela  admis,  soient  /,/'  les  rayons  vectuurs  MF,  MF';  M  l'angle 
KMF':  p  le  de  mi- péri  mètre  a  +  c'da  triangle  FMP.  On  a,  Évidcm- 

QK.Q'F'  =  /./'.sin-^. 

Mais,  d'après  un«  formule  de  la  TrigonomÉlrie, 

//•  sin'M  =  (;,  -/)(p-f)  ^p.-p,_/-f.f)  +//: 

QF.Q'F'  =  (a  +  cV-(a  +  Ox2a-.-//'--fr'+//'=ÔN'-6'. 

(G.) 
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Soit,  «n  elTtil, 


l'^uaiioQ  de  la  uormalc  en  M. 

Le  produit  des  distances  des  foyers  à  cette  normale 
sera,  en  remarquant  que  les  foyers  sont  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  normale, 

-c-(.c,..-„)(cc..y-^.)..,-T  ^  ^,  ,i„ 
6'co8*<p  -Ha'  sin*ç 
c»  sini^  =  a'  sJD*^  -î-  6»  cos'ç  —  fr'. 

Or  acoscp,  ^sm^  étant  les  coordonnées  du  point  M,  les 
coordonnées  de  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  à  OM, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  i  la  norpialc  en  M,  sont 
—  asinf,  —  ÂCDsf,  et,  par  suite,  le  carré  de  ce  deini- 
diainètrc  est 

a*  sin*^  ■+■  b*  cos'ip. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

/VoU.  —  I^  mtme  question  a  ité  résolue  par  M.  Moret-DUnc  et 
H.  Basuoi,  professeur  au  lycée,  i  Padouc 


Question  1337 

(ioimtrK,l.lV,p.S9i)i 

Pah  m.  h.  BASSANI, 
Professeur  au  lycée  de  Padoae  (Sicile). 

On  considère  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d'un  même  point  à  une  ellipse  :  démontrer  que  le  rap- 
port de  la  moyenne  géométrique  des  abscisses  de  ces 
quatre  pieds  à  leur  moyenne  arithmétique  est  constant 
et  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse.  Le  même  ra/h- 
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port,  relatif  aux  ordonnées,  est  égal  au  demi  petit 
axe  (■).  (Babisizn.) 

Désignons  par  fl*^'-4-  b'x*  —  a'i'  =  o  l'équation  de 
l'ullipse,  et  par  Xa,  ya  les  coordonnées  d'un  point  P; 
d'où  l'on  mène  les  normales  à  la  courbu. 

Soient  Xt,  j')  ;  Xî,_j'i;  Xj,_j'j;  x»,_j't  les  tM>ordonn«es 

des  pieds  des  quatre  normales  menées  du  jwint  P.  L'étjua- 

tîon  de  l'Iiyperbole  passant  par  ces  quatre  jwints  sera 

l'^^^y  —  b*yax  —  c'xf  =  o. 

Si  l'on  élimine  x^  on  Ji  entre  ces  deux  équations,  ou 
obtient  une  équation  en  jt,  ou  en  ^,  du  quatrième  degré, 
qui  donne  les  abscisses,  ou  les  ordonnées,  des  pieds  des 
quatre  normales. 

Ou  trouve,  pour  les  deux  cas, 
(i)  c'x* —  aa'c'îTéj:* -(-,.. —  a^x^ss  o, 

(a)  e^y^-i-ib*c*yay*'^-  ■  •~  f>*yS  ~  o; 

d'où  l'on  tire 

aa>  Xt  a*xî 

Xi-t~  Xy-i-  Xf\-  Xi= —       et       X,XfJ-iXi  = ^, 

et,  par  suite, 

^x,xtxix^=  -^,     v'/iri^j/*  = -^    (')■ 
Ce  qui  donne 

C.    Q.    F.    D. 
/Vole.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-BIanc. 

(')  On  entend  ici  par  majenne  géométrique  la  racine  carrée  du 
produit  des  quatre  quantités  coosidérées,  et  par  mo^euDe  arithmé- 
lique  lenr  dcmi-aomine. 

(')  En  valeurs  absolues,  c'est-i-dire  sans  avoir  égard  aux  signes. 
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Question  ii5i3 

liDlr  ^icrie,  I.  IV,  p.  Ig»  ; 

Par  un  ANONYME. 

O/i  donne  l'une  des -deux  asymptotes  â' une  hj  per- 
bole  équilalère,  une  tangente,  et  un  point  de  la  courbe  : 
détertniner  le  centre  et  tes  autres  éléments  de  la 
courbe.  [Construction  géoniélrii/ne.) 

La  solution  suivante  s'appuîe  sur  cette  proposition  : 

Les  projections  d'un  point  quclconi/ue  d'une  by/fer- 
bole  équilalère,  sur  une  tangente  et  sur  la  droite  menée 
du  centre  au  point  de  contact,  sont  à  égale  distance  du 
centre  de  la  courbe. 

Cela  admis,  soient  OX  et  CM  l'asyiiiptote  et  la  tan- 
gente données;  V  le  point  donné  sur  l'iiyperbule;  O  le 
centre  de  la  courhe;  M  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente CM,  et  C  le  point  d'intersection  de  l'asymptote  et 
de  la  tangente  ('). 

Les  droites  OM,  CM  étant  égales  entre  elles,  l'angle 
MOC^MCO;  cette  égalité  fait  connaître  la  direction 
de  la  droite  OM,  et,  par  suite,  la  perpendiculait-e  PA 
abaissée  du  point  P  sur  la  droite  O.M  est  déterminée  de 
position. 

Soient  encore  PB  la  perpendiculaire  menée  *à  la  tan- 
gente CM  par  le  point  P,  et  B'  le  symélritjue  du  [toint  B, 
par  rapport  à  l'asymptote  OX. 

On  a  d'abord 

OB'^OB; 
puis 

OB  =  0,\. 

d'après  la  proposition  énoncée. 
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Or  l'égaillé  iIl-s  lioîs  droiu-s  OB',  OB,  OA  montre (|u<? 
O  est  If  ouulrt!  d'une  circonférence  tangente  à  la  droite 
PA  en  A,  et  passant  par  les  deux  points  B*,  B,  La  déter- 
mination du  centre  de  l'hyperbole  est  ainsi  ramenée  à 
cctle  (jucslion  de  Géométrie  élémentaire,  dont  la  solu- 
tion est  Lien  connue  :  Faire  passer  par  deux  points 
donnés  une  circonférence  tangente  à  une  droite. 

Le  centre  O  de  l'hyperbole  étant  ainsi  obtenu,  on 
élèvera  en  ce  point  à  l'asymptote  OX  une  perpendicu- 
laire OV  qui  sera  la  seconde  asymptote  de  l'byperbole, 
etl'on  saitcommctit  on  détermine  les  axes  d'une  li 


Hyper- 
bole dont  on  connaît  un  point  et  les  deux  asymptotes. 

Acte.  —  La  mûmc  queslinn  a  élu  K'^tuc  par  M.  Mnrot-Blanc. 
(Question  1311 


l'ïB  M.  MORET-BLANC. 

On  donne  une  parabole  et  un  point  dans  son  plan; 
par  ce  point  an  mène  une  sécante  ifuetconque,  et,  sur  la 
corde  ainsi  déterminée,  prise  comme  diamètre,  on  dé- 
crit un  cercle.  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du 
sommet  de  la  parabole,  par  rapport  A  ce  cercle. 

{  WoLSTEHHOLME.) 

Soient  ^^=  a/'x  l'équation  de  la  parabole;  a.,  ^  les 
coordonnées  du  point  donné;  y —  ^^  m[x  —  a)  sera 
l'équation  de  la  sécante. 

Éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  a,  pour  dé- 
lerminer  tes  ordonnées  des  extrémités  de  la  coivlc  inter- 
ceptée, 

my*—n,py  +  a/>(P  —  ma)  =  o. 
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«quatioii  dont  les  racines  y,  y'  sont  déterimnées  par 

Oii  a  ensuite 


y-y 

.yi- 

-ipm(^- 

-OTa) 

y-y 

li 

Kt 

-m.) 

L'équation  de  la  circonférence  décrite  sur  la  corde 
considérée,  comme  diamètre,  est 

a-i+^i-,  aa^ia;  —  a/^j'  +  xf  -^-y\  —  /-i  =  o, 
et  celle  de  la  polaire  de  l'origitie,  sommeide  la  parabole: 

^lar+rir  —  *?— 7  *+'■'=  Oi 

Remplaçant  x,,  ^i  et  r'  par  leurs  valeurs,  multipliant 
par  m',  et  réduisant,  l'équation  de  la  polaire  devient 
t^  — pnn-im')ar+^mj'  — (p  — mi)'— a/)m{p— m«)  =  o 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  m, 

(i)  (a:F-4--i/)«  — a>)m»+(/)j'— pa;-i-a«?— apP)ffH-joa:— p»=o. 
On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  m 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  a  m, 
(a)    a(«a'-4-i/)a  —  a')»n-/>/  — pjf-j-aap  — 37»^  =  o. 
Ajoutant  ces  équations  multipliées,  respectivement,  par 
a  et  —  m,  on  a 


mzecDï  Google 


(533  ) 
RiiHii,  l'élimiDation  tlv  nt  entre  les  éfjuaiions  (9)  et 
( 3 ) donne 

La  courbe,  représentée  par  cette  dernière  équation,  est 
une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  suivant  que  l'on  a  k<|o, 
ou  a]>o. 

Si  X  =  o,  la  polaire  passe  par  le  point  fixe 

P  P* 

Sou  enveloppe  se  réduit  à  ce  point. 

Dans  le  cas  général,  la  courbe  est  tangente  aux  droites 

X  =  a  —  à/j  et  :r  =  — :  la  corde  de  contact  est  ta  droite 

'  P 

représentée  par  l'équation 

py  —  ^x-^-  a«3  —  a/i  p  =  o. 


QIJESTrONS. 

1554.  Si  X,  j,  z  sont  trois  nombres  positifs,  dont  la 
somme  est  égale  à  l'ilnïté,  on  a 

(  WOLSTEMIOLHR.) 

1355.  D'un  point  P  pris  sur  une  stropboïde  droite, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe;  soient  T,  T'  les 
points  de  contact.  L'enveloppe  de  la  corde  TV'  est  une 
parabole  ayant  même  sommet  que  la  stropboïdc,  et 
dont  le  foyer  est  le  symétrique  du  point  double,  par 
rapport  à  ce  sommet  commun.        (FAtiQDKsiBEBcuR.) 

1556.  Les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle 
donné  ABC,  aux  points  où  ils  sont  rencontrés  par  une 
transversale  quelconque  d^  forment  un  nouveau  triangle- 
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A'Ii'C.  Uémoiilri;!-  :  que  les  droites  AA',  BB",  CC  se 
coupent  im  un  même  point  M,  comaïun  aux  circoofé- 
rences  ABC  et  A'B'C;  que  celles-ci  sont  orthogonales, 
et  que  les  droites  deSimson,  du  point  M,  par  rapport  aux 
doux  triangles,  sont  parallèles  à  d.  (3.  Necjbkbg.) 

1S37.  Par  un  point  M,  pris  d'une  manière  quel- 
conque sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC,  on  mène  des 
parallèles  aux  côtés  AC,  AB.  Ces  droites  coupent,  res- 
pectivcuieul,  aux  points  B',  C  les  côtés  AB  et  AC.  Dé- 
montrer que,  si  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au 
point  I  de  rencontre  des  droites  B'C  et  BC'  cou[)C  la 
droite  iVC  au  point  M',  on  a 

MB'  _  MB 
HT,'  "~  MC' 

(D'OcitCKS.) 

ia58.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  ayant 
un  contact  du  troisième  ordre,  au  même  point,  d'une  co- 
nique donnée,  est  une  ligne  droite.  (  Barisibh.) 

1559.  Etant  données  l'arête  de  base  et  la  hauteur 
d'une  pyramide  régulière,  trouver  l'angle  compris  entre 
deux  faces  latérales  dans  les  cas  suivants  : 

1°  La  base  est  un  triangle  équilaléral; 
3°  Est  un  hexagone; 

3°  D'une  manière  générale,  la  base  est  un  polygone 
régulier  de  n  côtés.  (A.  Geheix-Mahtin.) 

1560.  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  les 
points  dont  les  coordonnées  trilinéaîrcs  sont  ( — rt,b,c), 
{a,—b,c),(a,h,  —  c).     (B.  HAMt«E«T*-R»c,  B.  A.) 

Extrait  du  journal  anglais  :  Tlie  Educational  Timet- 

Xote.  —  M.  Giuvanni  Riisso  a  rôsolii  la  qucslion  1538:  Osl  par 
■iiilili  que  S.1  saliition  n'a  pa^;  H6  mentionnée  p.  ',»-. 
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DSXONSTRATKN  MIEfiTE  B'ilNB  rBBNTITB. 


Dans  son  Algèbre,  y.  5,  M.  de  Longchamps  donne 
l'identité  suivante 

_  (s-hi)g...('>-y)  —  (3'-^y)...(^~i) 


et  ajoute  que  sa  vérification  rlirecte  présente  des  diffi- 
cultés. On  lira  donc  peuL-ëtre  avec  intérêt  la  suivante, 
qui  n'en  présente  aucun;. 
De  l'expression 

(x-i)a:ix-hi)..A^-^y) 

-^  x{T  -*- 1). .  .{3-  -hy  -i-  ij  -^ . . . 
-^(s-y-,;(--.yi...z  +  {z-y,...i:  +  ,) 

retranchons  l'expression  mùme  où  tous  ios  termes  ont 
avancé  d'un  rang 

nous  aurons  un  résultat  identiquement  nul. 

Or,  en  soustrayant  les  termes  de  même  rang,  on  a 

x(x  ^  1).  ..{jr+y)[x-^y-i-i-:r-^i\ 

-^(T-t-i)(x(-2)...(^-l-^  +  i)la7-l-^-^a~a?]  +.., 

^(x  —  ,)r...{x-^y)-(=-y)...(s  +  ,)=r.Q, 

où  tous  les  croclicts  se  réduisent  hj-i-Q.  En  divisant 
par^'  +  2,  on  a  donc  l'identité  proposée.  Ch.  B. 

Aan.deSIachimat.,  3- sBrie,  1.  IV.  (Déwmbre  itl85.)  33 
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NOTB  SUR  L'BBRPOLflODIE  ('); 

Par  m.  BA.RBA.RIN, 
Profcsseor  an  lycée  de  Toalon. 


Poinsot  B  démoiitré  que,  quand  un  corps  qui  n'est 
soumis  à  aucune  force  extérieure  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  son  ellipsoïde  d'inertie  demeure  constamment 
tangent  à  un  plan  invariable.  Le  point  de  contact  décrit 
sur  l'ellipsoïde  une  courbe  du  quatrième  ordre,  connue 
sous  le  nom  de  polhodie,  et  trace  sur  le  plan  fixe  une 
autre  courbe,  appelée  kerpolhodie.  Les  pi-opriétés  de  la 
première  courbe  sont  bien  connues;  c'est  une  courbe 
fermée  entourant  sur  l'ellipsoïde  l'extrémité  du  plus 
grand  axe  ou  l'exirémîié  du  plus  petit;  elle  se  réduit, 
par  exception,  au  système  de  deux  ellipses  lorsqu'elle 
passe  par  le  sommet  de  l'axe  moyen,  ou  aux  parallèles 
de  l'ellipsoïde  quand  celui-ci  est  de  lévolutioti.  On  sait 
enfin  que  la  polhodie  se  projette  suivant  une  ellipse  sur 
le  plan  du  petit  axe  et  du  moyen,  ainsi  que  sur  le  plan 
du  grand  axe  et  du  moyen,  et  suivant  une  hyperbole 
sur  le  plan  du  grand  et  du  petit  asc  [voir,  à  ce  sujet, 
le  Traité  de  Mécanique  de  M.  Collignon). 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  résuiner  les  pro- 
priétés les  plus  remarquables  de  l'her polhodie. 


(<)  Cet  article  nous  a  ii-è  eovoyé  par  M.  Barbarin  A  la  date  du 
iS  janvier  1881,  et  nous  n'avons  malheureusement  pu  le  publier  plus 
ti'it  à  cause  de  no»  enKagcmcnta  antérieurs.  M.  BarbarÎD  n'avait  donc 
aucune  conDais^ance  de  la  Noie  de  M.  de  Spairc,  insérée  aux  Compta 
rendu*  le  a^  novcinbre  i8R'i,  lorsqu'il  a  fait  Eon  travail.        Ce.  R. 
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I.  —  Éqditioh  di 

D'après  le  théorème  de  Poinsot,  le  mouvement  est 
réglé  en  ce  que  la  polhodîe  roule  sans  glisser  sur  l'her- 
polhodie.  Si  donc  on  désigne  par  S  et  «r  les  arcs  des  deux 
courbes  décrits  dans  le  même  temps,  à  partir  du  même 
instant  initial,  on  a 

S^.n    et    dS  =  di. 

Je  déterminerai  S  et  <7  en  fonction  des  coordonnées  po- 
laires p,  <4)  del'herpolliodiesurlcplfln  fixe,  le  pôle  étant 
pris  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  menée  à  ce  plan  par 
le  centre  de  l'ellipsoïde.  Donc,  relativement  à  celte 
courbe,  on  a  d'abord 

du'  =  dp*  +  p'  dijt'. 
Soit  maintenant 

^  '  a'       ft>        c' 

l'ellipsoïde  ;  si  je  désigne  par  S  la  distance  du  point  fixe  o 
au  plan  fixe,  la  polhodie  est  déiinie  par  l'équation  pré- 
cédente et 

Je  joindrai  à  ces  équations  la  suivante  : 
(î)  ir«  +  7>-i-3'=S>-(-p«. 

J'écarte  d'abord  le  cas  où  l'ellipsoïde  serait  de  révolu- 
tion autour  de  son  grand  axe  a;  alors 


„ï      (a'-S')(S'-/>'). 
P  = -5î ' 

l'iierpolhodic  est  alors  un  cercle  ayant  P  pour  centre. 
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11  en  seraii  de  même  si  l'ellipsoïde  était  de  révolution 
autour  de  son  petit  axe. 
Soil  donc 


En  résolvant  le  système  des  équations  {i),  (a),  (3)  par 
rapport  à  x^,j-*,  z',  je  trouve  d'abord 


Je  poserai,  pour  abréger, 

(«•  — i»)(6«— c»)(c>  — a» 

J'aurai  donc  simplement 

,  _.   -„.if-,.ir... 


p'+-j;(S'-6")(8'-o>) 


14)  .r'  = 


équations  qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

p--=.a(p.-H.,)     «vec       «^-^-p .      ■-- 

'^''ij"-P(p»+-0      -      n-g.,s.l„,,.    ■■■■ 

En  difl'ér  en  liant  ces  équations,  j'ai 

j-  da-  —  %p  rfp, 

vrfr  --  ]îprfp, 

s  rfî  —  ip  dp; 

donc,  pour  obtenir  l'arc  de  polhodic  en  fonction  <le  p, 

'p«---r,       i3'+ri       pt+rj/'^      "^ 
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d'où 

p+p       o_p       p    l^-j— —   -r  ^j-j-^^  -t-  ^j-j-^^- 

L'équation  dillérentidle  de  l'hcrpolbodie  est  donc 


-(5)     d.=  ^./(-^^^ 


_ ., ï_ 


et  la  recherche  de  cette  courbe  ae  trouve  ramenée  ainsi 
à  UBe  quadrature. 

En  abordant  maintenant  les  simplifications,  on  a 

Vp»-i-r,       p>+r,       p'-t-/-,/"^ 

>-ï(p'-<-n)(p' 


(p»-(-r,)(p»+r,)(p'-Hrj) 
j(-+P  +  -ï-')p'  ) 

+  [a{rt-i- ri) -1- p(r,  + /■,) -t- tC^i  + /■»)  -  tr, -H /■,+ r,)lp* 
'       -t-CartZ-t+Prari+Yriri— rin  — QT-t  — T-irOp'— /-iri/-!  ' 

(p* -(-/•,)(?'-*- '■i)<p'+'-,) 

/  n(r,+  /-.)  +  p(rj  +  /-,)-^T(''i-+-'"»)-(''i  +  ''t+'"a> 
a'  =(p  +  -r-,)r,  +  (-r-i-a~,)'-.+  ("+?-')'-. 

[      =-ar,-pr.-Y'-»  =  -8'; 

/  (!/■,/■,+ P/-,ri+  Yrii-i—  rtTi— r,r|— nr, 

î°  =-(P  +  Y)'-./-,-(Y  +  «)r,n-("-<-p)'-,'-, 

(      =— «r,(/-,H.rj)— pr,(r,+  r,)  — 7'-i(ri  +  r,); 


donc 
de  m6me 


!'(8'- 

(.■)(8t- 

«■)' 

a'(6i- 

-c>)(aS' 

-6'- 

-c')u 

DS> 

fc*(c>- 

-a.)(iS' 

-C- 

-o')u 

D!> 

cH<ï> 

-i»)(aS' 

-n' 

-i')„ 
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donc 

—  */-,(r,-f-/-,)-  ?r,(rj+r,)  — -[r,(/-,-(-.r,)=  -gf-"  ■ 

4°  — '■i '■»'■>  =  —gi-- 

L'équatioD  (5)  se  transforme  et  devieat  finaJernenl 

(6)  A,.  =  a— —    ^       "  ' 

pj/_{pi_Hr,)(p'-(-/-,)(p»-t-r,J 
Le  problème  dépend  donc  d'une  quadrature  elliptique. 

lï.  —  Discussion  et  fobke  de  l*  courbe. 

Cette  forme  dépend  des  diverses  circonstances  que 
présente  l'équation  difi'érentîelle  précédente  quand  on 
y  fait  varier  S  depuis  c  jusqu'à  a  en  passant  par  la  va- 
leur interuiédiairs  h.  Ce  sont  ces  circonstances  que 
nous  allons  étudier  : 

I  "  S  varie  de  c  à  b  :  la  polkodie  entoure  le  sommet 
du  petit  axe.  —  Au  début,  pour  8  =  c,  ri  =  o,  r^  =  o, 


réduit  à  son  pôle  P;  le  corps  tourne  autour  du  petit  a\e 
de  son  ellipsoïde,  qui  demeure  fixe.  A  mesure  que  S  aug- 
mente, la  courbe  s'élargit  progressivement;  alors 

3>— c'>o,    8'— *'<o,    8'— a'<o; 
d'où 

u>o,    /■,<o,    r,<o,     r,>o; 

le  radical,  qui  est  au  dénominateur  du  second  membre 
de  l'équation  (6),  s'annule  pour  à.eas.  valeiu'S  distinctes 
de  p 
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Du  reste,  ce  radical  ne  doit  pas  cesser  d'ctrc  ré.cl ,  et,  par 
suite,  (p*+ ''i){p^-t- '■i)(p'  +  ''»)  d'être  négatif,  ce  qui 
exige    (p^  +  /-,)(p=-i-j'i)<o,     puisque    p^+r,>o. 
Donc  p  est  compris  entre  p,  et  p^, 
pi<p<pi- 
La  courbe  ne  possède  de  points  que  dans  la  bande  annu- 
laire C|  C]  formée  par  les  deux  cercles  concentriques  à  P 
et  ayant  pi,pi  pour  rayons;  de  plus, 

pi-,î=(a.-i.)(,-g), 

ce  qui  fait  voir  que  : 

1°  p,  augmente  depuis  O  ju54]u'au  maximum  b  —  c, 
quand  S  augmente  de  c  à  '^/bc<^  &;puis  pt  diminue  pour 
retourner  a  o  quand  o  devient  égal  à  b, 

a"  Pj  augmente  aussi  avec  S  depuis  o  jusqu'au  maxi- 
mum a  —  c,  atteint  pour  Z  =  t/âc.  Lorsque  B^b,  la 
.  Jeur  de  p,  est  ^iSE^^EB . 

3°  EntoutcaSflabandeannulaire,  d'abord  très  étroite, 
s'élargit  quand  S  augmente,  puisque  pj  —  pj  augmente 
avec  S. 

La  courbe  est  tangente  aux  cercles  PC, ,  PCi  qui  l'en- 
serrent; car,  pour  p  ^  fi  ou  p  =:  p^,  ^  =o.  Les  con- 

tacU  sont  périodiques.  En  eifet,  l'angle  M|  PM,  de  deux 
rayons  de  contact  consécutifs  est  l'intégrale  définie 

Jf,        9V-  (P'+  '■i)(P*+  '■i)(P*+  f-i) 
qui  a  une  valeur  constante  pour  une  valeur  fixe  de  S. 

Digitizec  .y  Google 


tG^^ 
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Les  rayons  de  conUct  PM,,  PMj,  , . .  sont  des  axes 

(le  symétrie  de  la  courbe.  En  effei,  soient,  de  part  et 

d'autre  du  point  Mj,  deux  points  (*,  y.'  de  la  courbe  où 

p  a  ta  même  valeur  ; 

-^         -  f"         (f'+l^)* 

t/p        P»'-tP'+'-i)(P»-t-'-i)(P*-t-'-a) 

J^^  pv/— (p'+'-,)(p'-t-'-,)(p'-H^i)' 
car,  de  ^iLeaM,,  </p^o,  tandis  que,de  M^  en  j*',  rfp<|oi 
donc 

donc  ^  et  p:'  sont  «ymétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport 
à  la  droite  FM].  M,,  Ma,  . . .  sont  les  sommets  de  la 
courbe;  en  cbacun  d'eux  le  point  de  la  polbodie  qui  est 
sur  la  courbe  fixe  appartient  aux  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde.  Je  vais  déterminer  deux  limites  de  l'augle 

M|FMj  =  Û^  et  montrer  que  cet  angle  est,  en  général, 

>r 

Pour  cela,  je  fais  varier  continuement  p  de  pi  àpi; 
dans  cet  intervalle,  p'-l-rs  augmente  contiouement  de 
Tj  —  r,  à/'j  —  Tj;  d'après  un  théorème  connu,  l'inté- 
grale Q^  est  donc  comprise  entre  les  limites  suivantes  : 

Limite  inférieure  : 
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Je  calcule  rîntégralc  dcfiDie  P.   En    posant  p^  = 
ou  a 

J    pv'-(p»+/->Kp»-t-'-,)      V     'v'~((-<-/-t)((  +  ' 
_  [   r rf( 


Ces  deux  intégrales  iudéGnies  se  calculent  aisément;  leur 
somme  est 


pi(r,— r,) 


f-i— '■i 


Vrir, 


ap'- 


a  /-i  — /-i  aSV/V^ 

.donc  la  valeur  de  P  est 

I    _..;_  apj  + J-I+  rt  « 


—  (r, 

+  '-i)pî— ; 

triTi 

i 

)î(/-,  — r,) 

-(r, 

+  '-Opî-; 

t /■,/-, 

1 

pK'-.-'-i) 

a/6'— c»  V/"'—S> 


a/d»  — c' VA*  — S' 
pour  S  =  c,  la  valeur  initiale  de  L,  est 

C*+V/(«'-c')|fc'-fM    TT^ 
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quanlilé  supérieure  à  ->  et  sa  .valeur  filiale  est,  pour 
8  =  A, 


v'(a>-6')<fc»-c')  > 
Il  y  a  lieu  de  distinguer,  suivant  que  cette  valeur  est 

<  a' 

1°  LU  >  i .  La  valeur  finale  de  L.  est 

>  -■  Le  sens  de  la  variation  de  L,  est  indiqué  par  le 
signe  de  —pr  ou,  a  uii  facteur  près  qui  est  constamment 
positif,  par  le  signe  du  trinôme  bicarré 

(a'-)-A>)5'  — a'(o'+4é')B>H-(4i»— a')a'. 
Ce  trinôme  a  toujours  deux  racioes  réelles  et  distinctes 
en  §^,  l'une  positive  et  supérieure  à  b^,  l'autre  infé- 
rieure. Désignons-la  par  dt . 

rfif  c^.  Le  trinôme  reste  négatif  de  5  =  càS  =  A.  L, 
diminue  et,  par  suite,  reste  toujours  >  -  ■  A  fortiori,  il 
en  est  de  même  de  Uj. 

d,  >c*.  Le  trinôme  est  positif  de  S  =  c  à  S=  (j,, 
puis  devient  négatif.  L,  augmente  d'abord,  pour  diminuer 
ensuite,  mais  sans  cesser  d'être  >  -■  Ainsi  de  ûj, 

a"  ^  I  ■    Mêmes  conclusions   que 

y/(a»— 6>)(6'  — c>)  ^ 

plus  haut. 

3"     ,  <r  I .  Pour  les  valeurs  de  5  avoi- 

siuantc,  L|  et  a  fortiori  Çi\  sont  ^ -;  mais,  pour  les 
valeurs  de  S  avoisinant  b,  L,  devient  <^  -•  On  ne  peut 
donc  rien  conclure  au  sujet  de  û^.  Cependant  il  est  aisé 
de  voir  que,  quand  S  est  très  pix>clie  de  b,  Q^  a  une  très 
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grande  valeur  absolao.  Dans  ce  cas,  en  cil'et,  si  l'on  dé- 
signe par  s,  E| ,  £|  Irois  intiniment  pciîts  du  même  ordre, 
on  a 

j-  =  e,     ri  =  e„     /■,=  e,, 


Jp,     p/— (p»+e,>(p>-4-r,)(p: 


En  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 
remarquant  que,  £3  et  E|  étant  de  signes  contraires,  leur 
somme  est  négligeable  aussi,  il  reste  simplement 


rpVpî-p' 


J^cï;Pv'pî— P'         »'jC5;PVpî-p' 
or 

/•  /p    ._ij.(Pi^./a-.) 

J  pt/pî-p'        Pi    Vp     V  p'      / 

et,  en  posant  El  =  ui, 

/*       <fp _i_    /■  jt»  efu^ 

J  pVpî— P»  "      Pi  J  A'-  ' 

maïs  l'intégration  par  parties  donne 
de  là  résulte 
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cl,  par  conséquent, 

J  fWfi^'      -'piLpvp'        ^Vp    V  p"     ,'y 

donc 

PlV  2pî/^ 

cette   intégrale  indéûnie  étant  prise  entre  les  limites 

y' —  E,   et  pj. 

Si  E,  El  tendent  simultanément  vers  zéro,  ô  tendant 
vers  A,  la  limite  de  û^  est  inCnie. 

Donc,  en  général,  quand  S  varie  de  c  à  £,  l'herpol- 
hodie  se  compose  d'une  suceessioo  de  boucles  égales 
dont  les  sommets  se  déplacent  dans  te  sens  QÙ  w  croit. 


Cette  courbe  peut  se  fermer  quand  le  nombre  de  ses 

axes  est  Uni,  ou  que  l'angle  ÛÎ=:M,PMï  est  commen- 
surable  avec  l'angle  droit;  dans  le  cas  contraire,  elle  se 
prolonge  indéfiniment  sans  revenir  au  point  du  départ, 
et  le  nombre  de  ses  axes  est  inlini. 
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a"  S  =  b  :  la  polhodie  est  une  ellipse  passant  par 
l'axe  moyen.  —  Dans  ce  cas. 


L'équalion  (6)  se  simplifie  et  devient 


(7) 
d'où 


pi/p|_p»' 


*   ^pi  +  V^Pi-F' 


si  l'on  compte  l'arc  à  partir  du  moment  oà  p 
De  là,  aisément, 


L'herpolhodie  est  une  spirale  tangente  au  cercle  PC^ 
pour  (>>  =  o,  intérieure  à  ce  cercle  et  se  rapprochant  du 

Fig.    2. 


pôle  P,  point  asymptote  autour  duquel  elle  tourne  indé- 
liniment.  Quoique  ce  point  ne  soit  atteint  que  pour 
(i>  =  X  ,  néanmoins  la  longueur  du  la  spirale  est  iinic, 
car  elle  est  égale  à  celle  de  l'ellipse  polhodie.  Supposons 
le  corps  placé  de   telle  sorte  que  l'axe  movea  de  son 


itizec  .y  Google 


(  55»  ) 
ellipsoïde  d'inertie  soit  dirige  suivant  oP.  Si,  dans  cet 
ûlat,  on  fait  tourner  le  corps,  ]a  rotation  persiste  indéfi- 
niment autour  de  oP;  mais,  si,  en  provoquant  la  rota- 
tion, on  dérange  légèrement  l'ellipsoïde,  i'axe  instantané 
évolue  alors  un  nombre  infini  de  fois  autour  de  oP  en 
s'éloignant  jusqu'.^  ce  que  son  extrémité  I,  atteignant  le 
sommet  de  la  polhodie  qui  est  dans  le  plan  du  grand  et 
du  petit  axe,  vienne  se  placer  sur  le  plan  fixe  au  point 
C).  Kn  vertu  de  la  vitesse  acquise,  le  mouvement  se 
continue,  et  l'axe  instantané,  dépassant  cette  position, 
recommence  à  évoluer  un  nombre  infini  de  fois  autour 
de  oP,  s'en  rapprochant  cette  fois  sur  la  seconde  branche 
de  la  courbe.  L'axe  moyen  tend  à  reprendre  son  orien- 
tation première,  mais  sa  direction  s'est  totalement  ren- 
versée; le  corps  s'est  retourné  sur  lui-même. 

3°  S  varie  de  b  àa:  la  polhodie  entoure  le  sommet 
du  grand  axe.  —  Dans  ce  cas, 

S»  — o'<  o,    S<--i*>o,    £>— c>>  o; 
d'où 

"<o,     '■i>o,     r,<o,     ri<o,     pi>p,. 

En  faisant  une  analyse  analogue  à  celle  qui  a  déjà  été 
faite  quand  S  était  •<  b,  on  arrive  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

La  courbe  demeure  comprise  dans  la  bande  annulaire 
formée  par  les  deux  cercles  concentriques  PCj,  PCt 
ayant  pour  rayons  pa=  yj —  r^  et  pi=  \l — r^.  Elle  est 
alternativement  tangente  à  chacun  d'eux,  et  les  rayons 
de  contact  sont  des  axes  de  symétrie;  pj  augmente  pro- 
gressivement de  o  au  maximum  a  —  b  lorsque  S  croit, 
puis  il  diminue  pour  redevenir  o  quand  §  =  a;  pj  part 

de  la  valeur  i/ ■ r; >  augmentant  jusqu^à 

a  —  c  si  fjac<^b  et  diminuant  ensuite  jusqu'à  O,  Ou  bien 
diminuant  dès  le  début  si  </âc  <^  b. 
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Dans  tous  les  cas, 


,î-pî-(i.-c.)(f-,); 

la  bande  se  rétrécit  donc  à  mesure  que  S  croit. 

L'angle  MiPMj  de  deux  axes  de  symétrie  consécutifs 
est 

„.  =  a  f" ^''^^')" 

el,  comme  i\  -i-  p^  augmente  contînuement  de  r,  —  /j  à 
r,  —  r%  quand,  pour  une  valeur.lïxc  de  S,  on  fait  aug- 
menter p  de  Pj  à  pi,  cet  angle  a  encore  deux  limiteti  : 
Limite  supérieure  : 


f"_±ZÊl= 

J.       pv'— (p'-t-'-,)(p'-i-'-»t 


/'■i  — '■«V      S'/îv^y»' 
Limite  inférieure  : 

lia  valeur  initiale  de  cette  dernière  est 
A» « 

La  valeur  finale  est 


quantité  |>  7- 
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Du  reste,  pour  les  valeurs  de  c  qui  avoisinent  i,  Q^ 
a  une  valeur  absolue  très  grande,  çt,  comme  on  a 


quantité  toujours  positive  quand  S  croît  de  b  i  a,  la  li- 
mite inférieure  Lj  ne  cesse  d'augmenter,  et,  par  suite, 
Û*  est,  en  général,  plus  grand  que  --  La  forme  de  U 
courbe  demeure  sensiblement  celle  de  lajîg.  t.  EnGn, 
pour  0  ^  a,  la  polbodie  se  réduit  au  sommet  du  f^and 
axe,  et  l'herpolhodie  au  point  P. 

III.  —  Mouvement  sdr  L'asnpOLBODiE. 

Pour  achever  la  question,  il  reste  n  étudier  la  vitesse 
du  roulement  des  deux  courbes  l'une  sur  l'autre.  Si  l'on 
se  reporte  aux  équations  d'Euler  et  à  l'analyse  de  Poîn- 
sot,  on  voit  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de 
contact  des  deux  courbes  par  rapport  aux  axes  de 
l'ellipsoïde  sont 

p,  q,  r,  H  ayant  les  désignalions  que  l'ou  sait,  et  que, 
par  conséquent,  la  première  des  équations  du  mouve- 
ment peut  s'écrire 

d'où,  en  tenant  compte  des  équations  (4')  et  en  choisis- 
sant convenablement  les  signes  des  radicaux. 
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iùïà  résulte  aussi 

la  vitesse  «lu  point  coïncidant  sur  la  courbe  fixe  est  donc 

(">  1      =-^["(P'-^"-.)(P'+'-ï) 

/  +P(p'-Hr,){p«-i~r,)+Y(P*-<-'-|)(p'+'-,)J. 

Sironser«porieàla/ï^.  i,«ii  y  suivant  le  mouvement 
conlinu  du  point  coïucidant  de  M,  en  Mj,  -^  diminue 
constamment  de  S^Hm  +  -7^)  à  S^(  i  +-ïtî)'  P"" 
augmente  de  nouveau  en  oscillant  périodiquement  entre 
CCS  limites;  ta  augmente  et  diminue  plus  vite  au  voisi- 
nage du  cercle  Ci  tju'an  voisinage  du  cercle  C3. 

En  dérivant,  par  rapport  à  p,  les  deux  membres  de 
ré<]uaLion  (1 1),  on  a 

Lt)—1p[■ipi+^{,■,-^r,-l-r^)ù*+^■^r^-\-r,r■^-^-r3r,]    j 

*.     „!   -^p[-.p'^n)(P--.>,).p-^.-.)^a-(p--.g)']l 
^" '' ^' 

—  ap«— (Cl -!-/■,+ /■j—3')p'+r,r,r,—  j- 
=  iH  — ^ —- — — — —; 


Aiirr.  lie  Malhémal.,  3*  série,  t.  IV.  (Drcrmlirc  |885.)  36 
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Pour  p  =  p  I , 


^— ,Hp,(-r,  +  r,+  r.-8^); 


pour  p  ^  p», 

__  =_aHp,(r,  — /-i+r,— 3'); 


/■t  +  r,-t-r,— S» 

__  (g»— a«)(S'— 6')+(a«— 6')(5'— c')-t-(5'-c'!(5'- 
~  5» 

aS»— 2(rt'-i-6>-4-c")Si+a'6»-4-é'c'+p'a» 


Le  numérateur  de  cette  fractioD  a  deux  racines  ruelles, 
l'une  toujours  |>o'. 

i"  Si  c'ï-j- — rj'  l'autre  racine  qui  est  positive  est 
moindre  que  c*.  Dans  ce  cas,  ;■,  +  r^  -+-  fj —  3"  est  tou- 
jours négatif  quand  o  varie  de  c  n  ^t  "j^  s'annule,  par 
conséquent,  et  change  de  signe  pour  une  certaine  valeur 
de  p;  mais,  dansée  cas,  r, —  3"<^o  et  r,  —  ;■,  <^o:donc 
la  valeur  initiale  de  -^  est  positive;  par  conséquent,  la 
vitesse  du  point  coïncident  augmente  à  partir  du 
point  M|  ;  mais,  suivant  les  cas,  entre  M,  et  Mj,  elle  peut 
croître  contiuucment  ou  atteindre  un  maximum. 

2"  ai  c*<.  —^ — Tji  la  deuxième  racine  est  supérieure 

à  c*;  mais  alors,  à  plus  forte  raison,  ^'^— ;>  et  celle 

miïme  racine  est  inférieure  à  A*.  Désignons-la  par  o*. 

Quand  S  varie  de  cà  5) ,  »■)  -f- '  a  4-  'n —  S*  est  positif: 
donc  -r-  commence  par  ôtie  négatif,  et,  par  consé<]m'nt. 
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i-*  commence  par  diminuer  et  diuiiuuc  sans  cesse  de  M, 
à  Ml. 

Si  S  =  Si,  — est  encore  neffalif,  et  c  diminue  constam- 
ment. 

Enlin,qiiandSs'élèveau-<IessusdeS,,r, -H''j-)-rj —  5' 
devient  négatif,  et  c'  commence  par  augmenter  à  partir 
de  M)  comme  dans  la  première  circoiislancu. 

L'équaiion  (g)  donne 

dt=  -^  ■■ .-^ f^t ^  , 

/Il  /-(p»+r,Xp'-f-'-0(P'-t-'-») 

donc  le  temps  TJ  employé  à  décrire  l'arc  M,  Mj  est 

il  est  aussi  compris  entre  les  deux  limites 
Limite  supérieure.. 
Limite  inférieure. .. 


Les  arcs  symétriques  [xM^,  M^u'  sont  décrits  dans  le 
même  temps,  et,  par  conséquent,  aux  points  ^,  fi'  les 
vitesses  sont  égales,  .sjniét  tiques  l'une  de  l'autre  par  rap- 
port à  l'axe  PMî,  mais  orientées  inversement. 

Mêmes  conclusions  quand  à  varie  de  h  ac. 

Enlîn,  pour  3  =  fr,  on  a 


l'angle  cti  croit  proportionuellemeiit  au  temps,  et  le  mon- 
vement,  qui  tend,  comme  on  t'a  démontré  plus  haut,  à 
renverser  complètement  le  corps,  demande  un  temps  in- 
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linï  pour  s'achever.  On  a  alors 


<Ioi 


=  H?'("+Pi-P*)=Hp'| 
,  pour  p  ^  p: 


f  =  *p,i/H; 

à  partir  de  cette  valeur,  v  diminue  continuement  si 
^^-pl  et  atteint,  au  bout  d'uu  temps  iniîiii,  sa  valeur 
finale  o.  Le  mouvement  se  ralentit  à  mesure  que  t'axe 
instantané  se  rapproche  de  oP. 

Si  d*<C  Pli  la  vitesse  augmente  jusqu'à  ce  que 

,.=  *iiPi 

et  atteint,  à  ce  moment,  le  maximum  donné  par 

,.=  H<il±fli', 
puis  diminue  constamment  jusqu'à  zéro. 


«1IESTI0\S  PROPOSÉES  PAR  N.  E.  CESARO 

28.  Dans  tout  triangle,  de  périmètre  donné,  il  j 
a  23  à  parier  contre  4  qu'il  existe  une  médiane,  et  tine 
seule,  moindre  que  le  quart  du  périmètre.  S'il  n'y  a  pas 
une  médiane  moindre  que  le  quart  du  périmètre,  il  j 
en  a  deux,  ou  bien  il  n'y  en  a  pas,  et  ces  deux  cas  sont 
également  possibles,  c'est-à-dire  que  l'on  peut,  pour 
chacun  d'eux,  parier  3  contre  a3. 
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29.  Dans  un  triaugle  de  périmètre  donné  : 

i"  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  tJ  contre  i  i^u'un 
seul  des  côtés  est  moindre  qu'une  certaine  fraction  du 
périmètre.  On  peut  faire  le  pari  maximum  quand  cette 
fraction  est  f . 

i"  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  7  contre  6  que 
deux  côiéa,  ni  plus  ni  moins,  sont  moindres  qu'une  cer- 
taine fraction  du  périmètre.  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  celte  fraction  est  ^. 

30.  Ayant  brisé  une  bari-e  en  trois  morceaux  : 

1°  On  nedoil  jamais  parier  plus  de  3  contre  3  qu'un 
de  ces  morceaux,  et  un  seul,  est  moindre  qu'une  cer- 
taine fraction  de  la  barre.  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  cette  fraction  est  ^. 

a"  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  6  contre  1  que 
deux  morceaux,  et  deux  seulement,  sont  moindres  qu'une 
certaine  fraction  de  la  barre.  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  celte  fraction  est  j. 

31.  La  moyenne  géométrique  de  deux  quantités 
quelconques  est  égale,  en  moyenne,  aux  j  de  leur 
moyenne  arithmétique. 

32.  1°  L'équation 

ne  représente  des  lignes  réelles  que  si  6  est  une  fraction 
proprement  dite. 

a"  Si  6  =  cos'y,  l'équation  (1)  représente  les  spirales 
logaritlimiques,  qui  rencontrent  leurs  rayons  vecteurs 
sous  un  angle  V,  tel  que 

(a)  tangV=  atangç. 


:  .y  Google 


(  558  ) 
3°  Donner  l'interprétation  géométrique  des  éciualîons 

(.)e.(a). 

33.  Sur  les  tùtés  d'un  triangle  ABC  on  prend  trois 
points  A',  B',  C,  tels  que  les  droites  A.V,  BB",  CC  con- 
courent en  un  même  point.  Démontrer  que  le  rapport 
des  aires  des  triangles  A'B'C,  ABC,  toujours  compris 
entre  o  et  j,  a  pour  valeur  moyenne 

^-i=o,ii68.... 
i6       a         ' 

34.  Le  rapport  .de  l'aire  d'un  triangle  à  l'aire  du 
cercle  isopérimètre  est  égal,  en  moyenne,  à 


-i-^- 


),3758.... 


Remarque.  —  Le  rapport  en  question  est  toujours 
compris  entre  o  et 

-^  =o,6o46.... 
3/3 

33.  Si  'Pk{x)  est  le  nombre  des  fractions  irréduc- 
tibles, de  numérateur  x,  supérieures  à  K,  on  a 

ipR(a)-+-?K(*)-H»ii(c)-f-...=  m, 

a,  £,  c,  ...  étant  tous  les  diviseurs  de  n. 

36.  La  probabilité  que,  dans  la  division  de  la  ra- 
cine carrée  du  plus  grand  diviseur  carré  d'un  nombre, 
pris  au  hasard,  par  un  nombre  Exe  k,  on  obtienne,  par 
excès  ou  par  défaut,  le  reste  r,  est 
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37.  Les  probabiliiés  que  le  plus  grand  diviseur 
carré  d'un  uombre,  pris  au  hasard,  se  termine  par  o 
ou  5,  ou  par  4  on  6,  ou  par  i  ou  9,  sont  respective- 
ment 


38.  n  y  a  7  à  parier  contre  3  que  la  racine  du  plus 
grand  diviseur  d'un  nombre,  pris  au  hasard,  est  com- 
posée d'uD nombre /laiV,  plutôt  qued'nn  nombre  impair 
de  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux. 

39.  La  probabilitéque,dausunedivisionque]conquc, 
le  m"*"  chiflre  décimal  soit  r,  est 


-^"i'i 


40.  Dans  toute  division,  le  moyen  rapport  du  plus 
petit  reste  an  diviseur  est 


41.  Dans  toute  division,  le  dernier  chiffre  du  quotient 
est  moyennement  égal  au  logarithme  naturel  dey/iu. 

4â.  Ou  partage  n,  de  toutes  les  manières  possibles, 
en  parties  égales  à  i ,  ^,  ou  p-\-i .  Ces  partitions  étant 
rangées  en  deux  classes,  suivant  que  le  nombre  des  par- 
ties est  pair  ou  impair,  démontrer  que  la  différence 
entre  les  nombres  des  partitions  des  deux  classes  sur- 
passe de  I  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  -  > 
lorsque  p  est  impair. 

43.  Soit  Rp  le  nombre  des  solutions  entières  etpo- 
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siciyes  des  équations  sinuittanéi 


L'expression 

N,  — N,  — N,H-Nt  — N,+  N,— N,— N.+  N,+... 

égale  la  nombre  des  décompositions  de  n  en  une  somme 
de  V  carrés. 

N.-B.  —  Chaque  N^  a  été  tffecté  du  signe  +  ou  du 
ligue  — ,  suivant  que  p  est  décomposable  en  un  nombre 
pair  on  un  nombre  impair  de  facteurs  premiers,  égsux 
ou  inégaux. 

44.  Soit  A„  un  déterminant  de  (n  —  i)*  élémenu, 
dans  lequel  l'élément  général  ttij  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  ditnseurs  communs  de  i  -\-  i  et  j  -^  i .  Dé- 
montrer que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 


4S.  n  et  V  éiant  deux  nombres  entiers,  démontrer 
que  la  somme  des  plus  grands  nombres  entiers  contenus 
dans  les  quantités 

est  égale  à  la  somme  des  plus  grands  nombres  entiers 
contenus  dans  les  quantités 

...(..i),,(..î),...,.(,.^). 


46.  La  somme  des  inverses  des  termes  de  la  série-  de 
Lamé  n'atteint  pas  3,36. 
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47.  1°  Les  pôles  d'une  droite  D,  par  rapporl  à  uue 
série  de  coniques  homofocales,  se  trouvenl  suc  la  per- 
pendieulaire  à  la  droite,  élevée  au  point  où  celle-ci  est 
toucliée  par  une  des  coniques. 

a"  Les  points  de  contact  des  tangentes  aux  coniques, 
parallèles  à  D,  se  trouvent  sur  une  hyperbole  équiiatère, 
concentrique  avec  les  coniques,  passant  par  les  foyers 
et  ayant  une  asymptote  parallèle  â  D. 

3°  Lorsque  D  change  de  direction,  les  sommets  et  les 
foyers  de  l'hyperbole  décrivent  des  lemniscates  de  Ber- 
noulli. 

48.  On  a 

1P3;  -(-aPz^  +  3^3;'  +  , ,  ,M-  iiPx"=  aP—  ^■''-'-'(a-H  n  -i-i)P, 

à  condition  de  remplacer  chaque  puissance  a*  par  le 

coefficient  de  ■■  ■■    „ 7  dans  le  développemcot  de ■ 

1.3.3.,./;  ''^  i—e'^x 

49-  Si  p  est  premier  avec  n  et  n  —  1 ,  et  si  ;»  —  1  est 
premier  avec  n  —  1,  C„,p  est  divisible  par  n[n  —  i). 

50.   Détnontrcr  que  l'équation 


a  toutes  SCS  racines  réelles. 
51.  Soit 

Démontrer  l'identité 

«l-t-«ï+M)-+-...=  Uj—  Mi«Î+«iKiH3—  M|H,  M3UÎ+ 

5â.  Soient  respectivement  A,,,  B^  les  eocfCcïents  de 
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xP  dans  les  développements  de  la  fonciion 
(,_„^)(,_6x)(i-cr,... 
et  de  son  inverse.  Démonlrer  la  formule 

S3.  Démontrer  l'identité 
V*       T"        _^'  —  ^        1—3:*      '*'       I —  r'  r    t 

^4.  La  somme  des  p'"^^**  puissances  des  racines  de 
l'équation 


est  égale  à 


plog/(«), 


pourvu  que  ;>  ne  surpasse  pas  n. 
5o.  Si  les  coefGcieuts  du  l'équalion 

satisfont  aux  relations 

Aî^a^*-')"'^"-"^"-'         ('î''<?)' 

la  somme  des  puissances  g/:»'"'",  (^/n),  de  ses  racines 
eslnulle,  tandis  que  la  somme  des  puissances  (ap—i)'™", 
{^m)  est  représentée  par 

2(-i>'+'-'(ï»-i)Ap_M,«-.. 
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56-  On  calculi;  une  double  série  de  fonctions,  d'après 
la  loi 

avec  les  conditions  initiales  £,,,==1.  Dcmouirer  que  la 


est  identique  avec  la  n^'"'  puissance  de 

(t-!t){i-X*){l-X*).... 

57.  On  a  une  suite  de  fonctions  arilliméiiqucs 

Ai^c), Mx), /,{x).  ■■-, 
liées  par  les  égalités 

La  première  fonction,  généi'alemenl  nulle,  est  ( — i)'*' 
1  forme  — ^—  ■  Démontr 

/.(^)-t-/.(^)+/.(^)+... 

est  égale  au  nombre  des  diviseurs  de  x.  [On  suppose 
fii^x)  =  o,  lorsque  i  surpasse  x.] 

58.  Soil  Ep\e  p'"" nombre d'Euler.  Démontrer  que 
les  sommes,  dont  les  termes  généraux  sont 


,  --L-.Ti  'oglang  (  7  +  — -—  )  ' 


{n  variant  de  o  à  ^  +  <x>),  ne  diffèrent  que  par  une  con- 
stante. 
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39.  Les  seuls  nombres  entiers  qui  <lil1èreut  de  cinq 
unités,  et  dont  la  somme  des  carrés  soit  un  cube,   sont 
47  et  53. 

60.  Si  U  dillcTcnce  de  deux  entiers  est  un  nombre 
premier,  la  somme  de  leurs  carrés  n'est  j>as  une  cin- 
quiémepuissancc. 

6i.  Si  -p  est  un  nombre  premier,  de  la  forme 
iS)x±7,  l'équation 

est  impossible  en  nombres  entiers. 

62.  Soit  B™  le  m'""  nombre  de  BernouUi,  et  P» 
le  m''"'  polynôme  de  Catalan,  c'est-à-dire 

P„(;E)  =  (i-x)'"+'[{i'-  +  2'"a:-f.3«a.>  +  ...)l; 

démontrer  la  relation  symbolique 

l(,_^)B  +  P]">-[(i-x)B]«  =  mP"-'. 

63.  Soit 

Q„{*)  =  (i~î*)Ci-y'T)(i-y»a.)...(i-î»a:). 
Démontrer  ('identité 

£d         Olil^ô)        -Zq„_,(i)Q.(*'')" 

(ii.  Ayant  posé 

t^=  iP+aP-H3'*H-..,-t-n'', 
démontrer  la  relation 

-t-  *,4-(o'>+'-«)  +...  =  /)  i''{o"+i'). 
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65.  Soi'l  Up=.  I  -i-^-  Démontrcrque,  pour  rt  infini, 

66.  Démontrer  aussi  que 

67.  Soii 

Démontrer  que,  lorsque  y:'  tend  vers  l'unité,  le  produit 

(p  — i)C»i-i-»,M-*,-t-...) 
tend  ïers  -■ 


TkAITÉ     ÉLÉMEHTilltE     DB    MÉCUNtQVB      CÉLESTE,       |iar 

M.  ff.  Resal,  membre  de  l'Iusiitut.  2*  édition,  Paris, 
Gaulliier-Villars  ;  1 884  ■  I»-4"  *!«  4<>''  pages.  Prix  :  25^^ 

Dans  cette  édition,  comme  daos  celle  qui  l'a  précédée,  nous 
nous  sommes  proposé  d'exposer  les  principes  foDdamenlaux,  de 
la  Mécanique  céleste,  en  ayant  recours  à  des  démo nsi rations 
assez  simples  pour  qu'elles  puissent  être  adoptées  dans  rensei- 
gnement des  Facultés, 

Pour  déblayer  le  terrain  et  en  même  temps  pour  faciliter  la 
lecture  du  texte  proprement  dit,  nous  avons  cru  devoir  placer 
en  tête  de  l'Ouvrage  une  Introduction  où  se  trouvent  traitées, 
d'une  manière  spéciale,  la  plnpart  des  questions  de  Mécanique 
analytique  et  d'Analyse  qui  doivent  ultérieurement  se  présenter, 
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et  parmi  lesquelles  nous  signalerons  les  suivantes  :  dan» 
Titre  1,  nous  avons  donné  les  équations  de  la  Mécanique  a 
lytique,  ducs  à  Lagrange,  Hamilton  et  Jacobi,  suivies  de  ce 
auxquelles  conduit  la  méthode  de  la  variation  des  c< 
arbitraires.  Le  Titre  TI  se  rapporte  à  remploi  des  coordonnées 
elliptiques  dans  la  solution  de  certains  problèmes  relatifs  au 
mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan. 

Dans  le  Titre  III,  nous  avons  reproduit  les  intégrales  connues 
des  équations  du  mouvement  relatif,  par  rapport  à  t'un  àe  ses 
points,  d'un  système  matériel  uniquement  soumis  à  ses  actions 
mutuelles. 

Nous  avons  eu  pour  objet,  dans  le  Titre  IV,  d'établir  les 
équations  du  mouvement  dans  l'espace  d'un  point  maicriel,  ex- 
primées en  coordonnées  polaires,  équations  auxquelles  on  doit 
avoir  recours  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Le  Titre  V  et  dernier 
de  l'Introduction  renferme  les  solutions  de  quelques  questions 
d'Analyse  dont  les  énoncés  ne  peuvent  pas  être  traduits  en  lan~ 
gage  ordinaire  et  pour  lesquels  nous  renverrons  à  la  Table  des 
matières. 

Nous  arrivons  maintenant  à  la  partie  essentielle  de  l'Ou- 
vrage. 

Dans  le  Chapitre  I,  nous  nous  sommes  occupé  du  mouvement 
elliptique  des  planètes,  de  la  gravitation,  de  la  détermination 
des  masses,  de  la  formule  de  Lambert  et  de  ses  conséquences 
dans  le  mouvement  parabolique  des  comètes;  de  la  détermina- 
lion  des  constantes  introduites  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  et  notamment  par  la  méthode  de  Gauss,  qui  n'est 
mentionnée  ni  dans  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  ni  dans 
YExposition  analytique  du  syttème  du  monde  de  Pon- 
técoulant  ;  des  développements  en  séries  des  coordonnées  d'une 
planète  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temps  et  de  leurs 
applications,  ainsi  que  de  la  détermination  des  éléments  d'une 
orbite  eométaire,  Comme  première  innovation  apportée  au 
programme  de  la  première  édition,  nous  avons  terminé  le  Cha- 
pitre dont  il  s'agit  en  nous  occupant  du  problème  du  mouve- 
ment plan  d'un  point  matériel  attiré  par  deux  centres  fixes  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  ce  problème,  posé  par 
Euler,  a  été  complètement  résolu  par  Legendre,  puis  par  Lion- 
ville,  dont  nous  avons  reproduit  la  démonstration,  en  raison 
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l.e  Chapitre  II  est  consacré  eniiâremcnt  à  la  théorie  des  pcr- 
turbatioDS.  Nous  avons  pensé  que,  pour  bieu  faire  comprendre 
le  sens  du  problème  que  l'on  a  en  vue,  il  convenait  de  faire 
précéder  les  recherches  analytiques  de  la  théorie  géométrique 
des  perturbations,  dont  l'idée  première  est  due  a  Newton  et 
qui  a  été  reprise  plus  tard  par  Lagrange,  dans  l'hypothèse  où 
les  planètes  circuleraient  dans  le  plan  de  l'écliptique.  Dans 
cette  seconde  innovation,  nous  avons  eu  uniquement  recours 
aux  propriétés  de  l'accélération,  qui,  comme  on  le  sait,  n'ont 
été  établies  que  vers  le  commencenient  de  la  seconde  moitié  de 
notre  siècle.  Nous  avons  déduit  très  facilement,  des  résultats 
obtenus,  le;  fni-mules  de  Poisson  qui  s'appliquent  au  mouve- 
ment d'une  planète  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse.  Nous  avons  exposé  ensuite 
la  théorie  analytique  des  perturbations  des  planètes,  en  prenant 
pour  point  de  départ  les  théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi, 
méthode  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Lagrange, 
lorsqu'on  s'est  bien  assimile  les  matières  contenues  dans  l'In- 
troduction. Nous  avons  terminé  le  Chapitre  en  donnant  les 
formules  qui  se  rapportent  aux  perturbations  du  mouvement 
elliptique  des  comètes. 

Dans  le  calcul  de  l'attraction  des  corps,  qui  fait  l'objet  du 
Chapitre  Ili,  nous  avons  reproduit,  à  quelques  modilîcations 
près,  les  démonstrations  géométriques  que  nous  avions  données 
dans  la  première  édition,  en  vue  d'apporter  quelque  clarté  sur 
cette  partie  de  la  Mécanique  céleste.  Nous  avons  continué  à 
démontrer  a  priori,  au  moyen  d'une  double  intégration  par 
parties,  la  convergence  du  développement  du  potentiel  en  fonc- 
tions sphèriques  dans  les  cas  douteux  auxquels  Laplace  ne  s'est 
pas  arrêté.  Nous  avons  employé,  pour  déterminer  la  forme  de 
ces  fonctions,  la  méthode  de  Jacobi,  k  laquelle  nous  avons 
donné  plus  de  développements,  et  qui  est  l'une  des  plus  élé- 
gantes et  des  plus  simples. 

Parmi  les  questions  traitées  dans  le  Chapitre  IV,  relatif  à  la 
figure  des  planètes,  nous  citerons  celle  de  l'ellipso'jde  à  trois 
axes  inégaux  de  Jacobi,  la  discussion  des  équations  qui  en  ré- 
sultent, établie  d'abord  par  Meyer,  puis  modilièe  et  complétée 
par  Liouville;  les  hypothèses  de  Lcgendre  et  de  E.  Roche  sur 
la  variation  de  la  densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre;  le  théo- 
rème de  Liouville  sur  la  stabilité  de   l'équilibre  d'une   masse 
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fluide  animée  d'un  mouvement  <le  relation,  tlicorèmc  dont  nous 
avons  donné  une  démonstration  géomëtriqui;  et  que  nous  avons 
ensuite  appliqué  à  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers. 

Nous  avons  déduit  (Chap.V),  de  considérations  géométriques 
sur  le  mouvement  d'un  point,  les  propriétés,  dues  à  Laplace,  des 
lignes  géodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un  sphéroïde. 

Dans  le  Chapitre  VI,  oii  nous  nous  occupons  des  atmosphères 
des  corps  célestes,  nous  avons  notamment  emprunté  à  E.  Roche 
les  considérations  qui,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  de  la 
force  répulsive  due  au:i  radiations  calorifiques,  imaginée  par 
M.  Faye,  permettent  d'expliquer  la  forme  des  comètes. 

En  tête  du  Chapitre  VII,  intitulé  Des  oscillation* de  la  mer 
et  de  l'almosphère,  nous  avons  établi  immédiatement  les 
équations  des  petits  mouvements  d'un  fluide  recouvrant  un 
noyau  spliéroïdal,  en  nous  appuyant  uniquement  sur  le  théo- 
rème de  Coriolis  dans  le  mouvement  relatif,  et  sur  le  principe 
de  l'indépendance  des  forces  centrifuges  composées  avec  les 
mouvements  composant».  Nous  sommes  parvenu  à  établir  la 
formule  pratique  relative  aux  marées,  donnée  par  VAn 
du  Bureau  des  Longitudes,  formule  qui  parait  être  duc 
Poisson,  mais  dont  nous  n'avons  trouvé  nulle  part  la  dcmc 


9  propriétés  du  mouVG- 
d'un  point  fixe  nous  a  permisse  poser 
les  équations  du  mouvement  de  la 
re  de  gravité  (Chap.  VIII).  En  ce  qui 
ts  séculaires  de  la  Terre,  nous  avions, 
lïdilion,  pris  pour  origine  du  temps  l'année 
i-So;  mais  ici  nous  partons  de  l'année  i85o,  et  nous  mettons  à 
proflt  les  chiffres  obtenus  par  Le  Verrier  en  discutant  les  ré- 
sultats des  observations  de  Peters.  Une  simple  considération 
géométrique  basée  sur  la  théorie  des  mouvements  relatifs  nous 
a  permis  d'établir  facilement  ce  théorème  de  Laplace  :  Les 
phénomènes  de  la  précession  des  équinores  et  de  la  nata- 
tion sont  absolument  les  mêmes  que  si  la  mer  et  l'atmo- 
sphère formaient  une  masse  solide  avec  le  sphéroïde  qu'elles 
recouvrent. 

Les  équations  du  mouvement  de  la  Lune  et  de  l'anneau  de 
Saturne,  comme  celles  qui  se  rapportent  à  la  Terre,  ont  aussi 
été  déduites  de  considérations  géoméiriques. 
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La  publication  de  notre  Ouvrage  sur  la  Physique  mathé- 
matique nous  a  dispensé  de  reproduire,  dans  le  Chapitre  IX, 
relatif  à  la  chaleur  terrestre,  les  développements  sur  te  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  une  sphère  et  sur  la  chaleur  centrale 
du  globe,  que  nous  avions  donnés  dans  la  première  édition; 
noug  n'avons  eu  dès  lors,  à  quelques  préliminaires  prés,  â  nous 
occuper  que  de  la  diminution  de  la  durée  du  jour  due  au  refroi- 
dissement de  la  Terre, 

Nous  avons  ajouté  au  programme  que  nous  avions  adopté 
dans  la  première  édition,  et  d'après  Laplace  dont  nous  nous 
sommes  efforcé  de  simplifier  les  démonstrations  : 

1°  La  théorie  des  rcfraclions  astronomiques; 

a°  La  théorie  des  inégalités  du  mouvement  des  planètes  dues 
A  l'elliplicité  du  Soleil,  avec  son  application  à  Mercure; 

3°  Enfin,  pour  terminer,  les  principes  fondamentaux  de  la 
théorie  de  la  Lune,  en  suivant  la  voie  traeée  par  Laplace. 

H.  R. 

La  Tbehmodvhauique  kt  sbs  principales  atplica- 
TtoNs;  par  M.  J.  Moaiier,  examinaieur  à  l'Ecole  Poly- 
technique. Paris,  Gautliier-Villars;  i885.  In-8"  de 
568  pages.  Prix  :  12  fr, 

Dans  un  petit  écrit,  publié  en  1872  sous  le  titre  A'ÉUments 
de  Thermodynamique,  j'avais  essaye  de  résumer  les  principes 
de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  et  de  réunir  les  for- 
jnules  les  plus  importantes,  dans  le  but  <ie  répandre  l'usage 
d'une  science  qui  intéresse  à  la  fois  l'élude  des  phénomènes 
naturels  et  l'art  de  l'ingénieur. 

Depuis  une  douzaine  d'années,  le  champ  de  la  Thermody- 
namique s'est  beaucoup  agrandi  ;  les  applications  sont  devenues 
plus  nombreuses.  Le  fleuve  qui  porte  les  idées  nouvelles  a  élargi 
son  cours  et  s'est  infdlré.  peu  à  peu  dans  les  terres  voisines; 
les  riverain»  s'émeuvent  à  la  vue  de  cette  crue  progressive  et 
s'inquiètent  de  la  marche  des  eaux. 

Si  l'influence  de  la  Théorie  lies  eiïeis  mécaniques  de  la  cha- 
leur  fur  les  progrès  de  la  Physique  générale  et  des  sciences 
voisines  ne  peut  être  contestée  aujourd'hui,  il  faut  reconnaître 
cependant  que  les  principes  fondamentaux  de  celte  théorie 
sont  encore  peu  répandus,  et  que  lès  applications  de  la  théorie 
sont  encore  peu  connues  en  dehors  d'un  milieu  trop  restreint. 

Ana.  lie  Malhrmai..  3'  ti:nr,  t.  IV  (Décembre  iSfir)).  3; 
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La  noLion  de  l'équivaleni  mécanique  de  la  chaleur  est  ù  peu 
près  la  seule  qui  ait  fait  sod  chemin  :  elle  iloit  ce  succès  à  la  - 
simplicité  de  son  principe. 

Le  retard  qu'éprouve  re\pansion  de  la  Thermodynamique 
doit  âtre  attribué  à  la  forme  même  sous  laquelle  la  théorie 
est  ordinairemeat  présentée.  L'appareil  mathématique  des 
Traités  didactiques  et  des  Mémoires  spéciaux  iospire  une 
sorte  d'eiïroi,  qui  éloigne  de  la  Théorie  de  la  chaleur  et  fait 
le  vide  autour  d'elle.  Celle  crainte  doit  disparaître;  chaque 
rapprochements  entre  la  chaleur  et 
;  les  applications  se  multiplient  et  les 
ine  façon  plus  étroite.  Si  l'on  veut  rendre  _ 
l'alliance  plus  solide,  il  faut  songer  à  baisser  les  barrières  et 
à  ouvrir  les  portes  au\  regards  qui  veulent  lire  derrière  les 
formules. 

Il   n'est  personne  qui  s'occupe  de  Thermodynamique  à  qui 
l'on  n'ait  posé  souvent  les  questions  suivantes  : 
Qu'est-ce  que  la  Thermodynamique? 
Quel  est  son  but'? 
Quelle  est  son  utilité? 
Quelles  sont  ses  principales  applications? 
Ce   Livre   a   été   composé   pour   essayer  de  répondre   à   res 
questions.  J.  M. 

Leçons  de  Gèomëthie  analytique,  à  l'usage  des  élèves 
de  la  classe  de  Matliématiques  spéciales,  par  M.  E. 
Pruvost,  inspecteur  général  de  l'Itisiruction  publique, 
ancien  prolessour  au  Lycée  Louis-le-Grand.  Paris,  Paul 
Dupont;  i88d.  Grand  111-8°  de  35a  pages.  Prix  :  -j''. 

Le  deui,ième  fascicule  annoncé  ici  renferme  l'étude  des 
courbes  du  second  degré  sur  les  équations  réduites,  les  pro- 
priétés générales  des  courbes  du  second  degré,  les  pAles  et  les 
polaires,  les  figures  polaires  réciproques,  les  théorèmes  de 
Pascal  et  de  Brîanchon,  l'intersection  de  deux  coniques,  des  no- 
tions sur  les  coordonnées  homogènes,  la  méthode  des  projec- 
tions et  les  coordonnées  polaires. 

Le  troisième  fascicule  est  sous  presse. 
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Cours  ar.  MuTtitM ili iQvna  svtciiLt:s  :  II'  Partie,  Ciéu- 
MËTHiE  AAALYTtQUB  A  ftp-ux  iiiHEHSions,  et  III^  Panic, 
Géométrie  analytique  a  trois  diihuksions;  par  M.  G. 
(le  Lungchamps,  jiroiosscur  de  IMaihéiua tiques  spéciales 
au  Lycée  Cliarlemagne.  Paris,  Delagrave;  i885.  In-S" 
(le  396  pages  et  de  410  pages.  Prix  :  5*^^  et  7'^,5o. 

Le  second  fascicule  He  In  II'  Partie  annoncp  ici  renferme  la 
classification  des  coniques,  la  rédurlion  de  l'équation  générale 
(lu  second  degré,  les  invariants,  l'équation  générale  des  coni- 
ques, les  foyers  et  les  directrices,  les  tliéorèmcs  généraux  sur 
les  coniques,  l'intersection  de  deu\  coniques,  l'étude  des  co- 
niques d'après  les  équations  réduites,  la  construction  des  co- 
niques, la  construction  des  courbes,  les  coordonnées  polaires, 
les  sections  planes  du  cône  et  du  cylindre,  la  construction  gra- 
phique des  racines  d'une  équation  donnée, 

La  111°  Partie  renferme  les  coordonnées  et  les  premières  for- 
mules, la  transformation  des  coordonnées,  la  ligne  droite  et  le 
plan,  les  droites  et  plans  perpendiculaires,  ia  sphère,  les  enve- 
loppes,  la  génération  des  surfaces,  le  centre,  la  première  clas- 
sification des  quadriques,  la  division  des  quadriques  en  genres, 
la  réduction  en  axes  obliques,  les  génératrices  rectilignes,  le 
c6nc  asymptote,  les  plans  diamétraux,  les  diamètres,  plans, 
droites  et  points  conjugués,  l'étude  algébrique  de  l'équation 
en  S,  les  plans  principaux,  les  plans  cycliques,  les  invariants, 
l'intersection  de  deux  quadriques,  l'Iiomothétie  et  la  similitude, 
les  théorèmes  d'Apollonius,  l'étude  <le  l'ellipsoïde,  les  focales, 
les  hyperboloïdcs,  les  génératricei  rectilignes,  les  paraboloîdes, 
la  génération  et  la  discussion  dc.<  quadriques. 

CouBs  DK  Mathïuatiquks  spéciales  :  I"  Partie,  Sup- 
pléhekt;  par  M.  G.  de  Longchamps.  Paris,  Delagrave^ 
i885.  In-8°  de  \']\\  pages.  Prix  :  3". 

Ce  Supplément  renferme  les  séries,  les  infiniment  petits,  la 
notion  de  l'inlcgrale  définie,  los  quadratures,  les  différences 
finies  et  l'interpolation. 

Couns  DE  Trigonométrie,     à    l'usage  des   élèves   de 
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MalliéinaLi(|ue&  clénieiilaîi-ts,  avec  des  roinplénteiils  des- 
linés  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  et  indiqués 
dans  le  programme  d'admissîou  à  l'Kcole  Polytechnique 
pour  1886;  par  M.  Ch.  f^acijuant,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale,  ancien  professeur  de  Matliématiques 
spiéciales  au  Lycée  Saînt-Louis,  inspecteur  général  de 
l'Instruction  publique,  et  M,  ^.  Macé  de  Lépinaj-, 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  HenrilV.  Paris,  tî-  Masson; 
1 886.  In-8"  de  400  pages.  Prix  :  5  fr. 

MM.  VacquaDt  et  Macû  de  LépiDay  viennent  de  publier  un 
Ouvrage  qui  se  recomiuanile  tout  particulièrement  à  l'attention 
des  professeurs  et  des  élèves. 

La  I™  Partie  comprend  toutes  lef  matières  contCDues  dans 
les  programmes  du  bacealaurèat  es  sciences  et  exigées  pour 
l'admission  a  l'Ecole  rtt;  Saint-Cyr  ;  la  théorie  des  projections, 
qui  est  la  base  de  toute  Trigonométrie,  y  a  été  exposée  avec 
détails;  les  questions  relatives  aux  transformatioDs  trigono- 
métriques,  à  la  résolution  des  équations  trigonométriques,  ù 
la  résolution  des  triangles  rectilignes,  ont  été  développées  avec 
soin,  et  [le  nombreux   exemples  indiquent  les  différentes  m é- 

Les  Compléments  contiennent  les  questions  particulières  au 
eours  de  Mathématiques  spéciales  <)es  lycées;  le  Chapitre  relatif 
à  la  division  des  arcs  a  été  développé,  et  la  question  des  racines 
multiples  y  est  étudiée  dans  tous  ses  détails.  Nous  appellerons 
également  l'attention  sur  le  Chapitre  relatif  a  le  théorie  des 
équations  binâmes  et  à  leur  application  à  la  recherche  des  côtés 
des  polygones  réguliers.  linlin  le  Chapitre  intitulé  :  Notion*  de 
Trigonométrie  sphérique,  contient,  outre  l'établissement  des 
formules  fondamentales  de  Trigonométrie  sphérique,  leur  ap- 
plication à  la  résolution  des  triangles  sphériques  rectangles  ;  les 
quatre  cas  de  resolution  des  triangles  sphériques  obliquangles 
qui  peuvent  être  ramenés  â  la  résolution  des  triangles  rectangles 
ont  été  traités  par  rc  prncédé,  ronfrirmémenl  d'ailleurs  à  l'es- 
prit du  nouveau  programme  d'ailmi=sion  à  l'hicolc  Polytechnique 
pour  i88«. 

Ue  nombreu\  etercicc^  soni  proposés  à  la  fin  de  chtque 
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Chapitre;  ils  i-ompri-nneiil  «r  particulier  ilcs  qjeslions  pro- 
poséus  pour  le  baccnlauréat  dans  ditTérciites  Facultés,  des 
énonces  donm's  soU  dans  les  concours  académiques,  soii  au 
concours  général,  el  enfin  de^  sujets  de  Trigonométrie  proposés 
à  l'a^çrégalion  des  sciences  lunthéma tiques  dans  les   dernière» 


ERRATA  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCiIROni. 

Page  3i3.  Le  logarîtlime  de  cotang  iS-ig' la'  est 

D, 4600^75    et  non    0,4800475. 
La  dinërence  entre  ce  logarithme  et  le  suivant  esl 

RECTrFICATIONS. 

Us  questions  1^33,  1535,  1536,  1538  et  1544  ont  été  résalaes  par 
M.  r.  Rivereau. 

La  question  I53B  a  élé  résolue  par  M.  Octave  Doret,  i  Orléans. 

La  question  {212  est  résolue  a*  série,  t.  XIX,  p.  i33;  c'est  par  erreur 
qu'elle  ne  ligure  pas  à  la  t^le  des  questions  résolues. 

La  question  1Ô43  a  été  résolue  par  M.  Demetrio  Valeri,  à  Modéne. 

Les  questions  1530,  1536,  1537,  1533  et  la  question  posée  pour 
l'admission  à  l'École  centrale  en  1884  (a-  session)  ont  été  résolue» 
par  M.  X.  H. 

Les  questions  1535,  1536  et  1544  ont  été  résolues  par  M.  E.  Barisien, 
lieutenant  à  l'État-major  général,  en  mission  géodésique  à  Tunis. 

La  Tin  je  la  question  154(j,  même  tome,  p.  487,  doit  être  tue  ainsi  : 
Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  i  ce  triangle 
est  une  parabole,  et  que  l'enveloppe  de  ce  cercle  se  compose  d'une 
droite  et  d'un  cercle. 

Les  questions  1520  et  I5!l  ont  été  résolues  par  M.  E.  Mosnat,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Toulon. 

Les  questions  1535  et  1537  ont  été  résolues  par  M.  E.  Payeur,  élève 
de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 
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